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1 Introduction

Dans cette thése nous nous intéressons principalement aux comportements diffusifs et a
la vitesse de convergence vers ’équilibre au sens de la variance de différents modéles de
systémes de particules interagissantes ainsi qu’a un probléme de percolation.

Nous commencons par introduire informellement le premier sujet. Dans ’étude des
systémes dynamiques, un processus de Markov apériodique et irréductible admettant
une mesure invariante converge vers celle-ci en temps long. Dans ce travail, nous nous
intéressons ici a la quantification de la vitesse de cette convergence en étudiant la variance
du semi-groupe associé a la dynamique appliqué & certains ensembles de fonctions. L’une
des méthodes d’étude de la vitesse de convergence est 1’établissement de 'inégalité de
Poincaré.

Dans le cas ol nous étudions un processus en temps discret (X,,), .y, appelé chaine de
Markov, ot P la matrice de transition alors I'inégalité de Poincaré est vérifiée s’il existe
un réel A > 0 telle que pour toute fonction f non constante,

AVar (f) < Cov (f; (I = P) f)
De cette inégalité, appliquée & P" f, on obtient I'inégalité
Var (P"f) < \*"Var (f)

Le réel 1 — X\ est appelé le trou spectral du générateur. Le trou spectral représente
la différence entre la plus grande valeur propre et la seconde plus grande valeur pro-
pre en valeur absolue du spectre de la matrice P. Nous renvoyons vers [74]| pour une
introduction générale sur le sujet.

Dans le cas ou nous étudions un processus de Markov en temps continu (Xt)t>ov ou
L est le générateur (positif) de la dynamique, P, = exp (—Lt) le semi-groupe associé et
1 sa mesure invariante alors I'inégalité de Poincaré est vérifiée s’il existe un réel A > 0,
telle que pour toute fonction f non constante,

AVar (P,f) =p ((Ptf — I (f))2> < —%VW" (P.f)

Un simple argument d’équation différentielle donne :
Var (P.f) < exp (—At) Var (f)

Le réel X\ est appelé le trou spectral du générateur. Le trou spectral représente la dif-
férence entre la seconde plus petite valeur propre et la plus petite valeur propre du
générateur £. Nous renvoyons vers [45] pour une introduction générale sur les généra-
teurs, semi-groupes et les formes de Dirichlet.
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La vitesse de convergence est donc exponentielle lorsqu’il existe un trou spectral
strictement positif. Cependant, les dynamiques conservatives ne présentent générale-
ment pas de trou spectral (strictement positif) lorsque la dynamique évolue dans un
graphe infini et nous devons étudier la vitesse de convergence avec d’autres outils; citons
entre autres les inégalités de Nash, inégalités d’Harnack, I’étude de la mesure spectrale
ou encore les inégalités isopérimétriques, voir par exemple |4, 5, 19, 25, 34, 62, 65, 88|.
Dans les graphes de dimension d, e.g. Z? dont les arétes connectent les plus proches
voisins, ces outils ménent & des inégalités sur les fonctions locales L? (i) de type :

Var (P.f) < C x t~42 x Var (f)

Cette convergence polynomiale d’exposant —d/2 est une vitesse de convergence que nous
qualifions de diffusive.

Dans cette thése, nous nous intéressons aux vitesses de convergences vers I’équilibre
au sens de la variance de systémes de particules en interaction ainsi qu’a un probléme
de percolation.

Dans le chapitre 2, nous étudions le modéle de marche aléatoire en milieu aléatoire
(abrévie MAMA en francgais et RWRE en anglais) en temps continu et & vitesse variable
dont les taux de sauts sont donnés par un environnement aléatoire. Nous prouvons dans
ce cadre une vitesse de décroissance de type diffusive.

Dans le chapitre 3, nous étudions le modéle d’exclusion simple a taux dégénérés en
dimension 1 appelé KA1f. Plusieurs particules se déplacent sur un graphe avec comme
condition supplémentaire que, sur tous les sites, il se trouve au plus une particule. Nous
étudions le modéle ou les taux de sauts sont contraints par la configuration. Nous
prouvons des bornes sur le trou spectral en volume fini et une vitesse de décroissance
sous-diffusive en volume infini.

Dans le chapitre 4, nous étudions un modéle a spins non bornés. Sur chaque site se
trouve un nombre réel de particules, appelés masses, qui se “déplacent” sur le graphe
suivant un systéme d’équations différentielles stochastiques. Nous prouvons une corre-
spondance entre la covariance de I’évolution de deux masses et une marche aléatoire en
milieu aléatoire dynamique.

Enfin, dans le chapitre 5, nous nous intéressons & un modéle de percolation et a I’étude
d’une conjecture étudiant la distance de graphe au sens de la percolation.

Les sections 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4 qui suivent font office d’introduction respectivement
aux chapitres 2, 3, 4 et 5. Dans chacune des sections, nous introduisons briévement
le modéle étudié, présentons les résultats connus en relation avec notre travail (état de
'art) avant de présenter nos résultats principaux et les idées de preuves associées.

1.1 Marche aléatoire en milieu aléatoire

L’essentiel de ce chapitre réalisé en collaboration avec Jean-Christophe Mourrat est paru
dans larticle [31].
Dans cette section, nous présentons le modéle de marche aléatoire en conductances
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aléatoires ainsi qu'un court rappel de 1’état de I'art. Enfin, énongons nos résultats et
leurs idées de preuve associées.

Présentation du modéle

Soit G = (V,FE) un graphe connecté dont le nombre de sommets est dénombrable
et dont le degré de chaque sommet est uniformément majoré. On appelle environ-
nement une famille de réels positifs indexés par ’ensemble des arétes £ que nous notons
w = (We),ep € @ =RE, ou Q est Pensemble des environnements. On définit la marche
aléatoire (X;),., sur les sommets dont le taux de sauts entre le sommet x et le sommet y
est donné par w, ) si {z,y} € £ et par 0 dans le cas contraire. Pour un environnement
w, on note P la loi de la marche aléatoire partant de = et on note £ I'espérance asso-
ciée. Historiquement ce modéle est appelé modeéle de marche aléatoire en conductances
aléatoires.

Informellement, le modéle se comporte de la maniére suivante. On équipe chacune
des arétes e d’une horloge de Poisson de paramétre w., et lorsqu’une aréte e, dont
I'une des extrémités est la position de la marche, sonne alors le marcheur saute sur
I'autre extrémité du sommet. Notons que deux arétes ayant une extrémité commune ne
peuvent pas sonner en méme temps, et ce presque stirement, di a la continuité de la loi
exponentielle. Ainsi, en notant 7, le premier temps de saut de la marche partant de x,
on obtient que la loi de 7, est une loi exponentielle de paramétre Zyw Wizyy (ce qui
fait sens puisque le degré est borné), en tant que somme de lois exponentielles, et on a
I’égalité suivante pour tout y voisin de x :

P (X, = y) =
D oma Wiaz)

La mesure réversible de la marche est la mesure uniforme sur les sommets. En effet,
en effectuant un renversement dans le temps, on observe que la loi d’une trajectoire est
la méme que la loi de cette trajectoire inversée. Enfin, on donne le générateur de la
marche aléatoire définie ci-dessus agissant sur ’ensemble des fonctions f: V x Q@ - R
du domaine de 'opérateur :

'Cf (I7w) = Zw{x7y} (f (yaw) - f (wi»

Y~z

Motivation et état de l'art

L’un des sujets d’étude majeur des marches aléatoires est 1’établissement du théoréme
central limite. A I'image de la somme répétée et correctement renormalisée de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées convergeant vers une loi normale,
lorsqu’une marche aléatoire évolue suffisamment longtemps dans un milieu aléatoire son
comportement macroscopique devrait étre le méme que le comportement d’une marche
aléatoire simple accélérée gommant son comportement microscopique. Ce sujet d’étude
s’'inscrit dans la théorie de I’homogénéisation qui peut se résumer briévement en 1’étude
de caractéristiques macroscopiques a partir des propriétés microscopiques.



1 Introduction

Pour étudier ce probléme, nous introduisons quelques notations et précisons notre
contexte. Tout d’abord, nous nous limiterons ici au graphe G = (Zd,IB%d) ot B est
I’ensemble des arétes non orientées reliant les sommets a distance euclidienne 1. On
note (e;);,_; , les vecteurs dont toutes les coordonnées sont égales & 0 a 'exception de la
i-iéme. Puis, on dit qu’une fonction f est invariante par translation si pour tout sommet
z, f(z,w) = f(0,0,w), ot O, est opérateur de translation défini par (6,w), , = Watyu+z-
On dit qu’une fonction f est a support local (ou fini) si sa valeur au point  dépend d’un
nombre fini de conductances et ce pour tout z € Z%; on note supp (f (z,-)) Pensemble
de ces conductances. On note P la loi de 'environnement telle que chaque conductance
est tirée de maniére i.i.d., selon une mesure de probabilité p dont le support est inclus
dans [1;4+00); on a P = [L®Bd. On supposera cette hypothése sur P dans toute la suite de
cette section. Rappelons que pour toute fonction invariante par translation f € L? (P), il
existe une mesure e, appelée mesure de projection contre 'opérateur, voir [8, 101], telle
que Var (P.f) = [exp (—=At)deys (A). Pour toute fonction f invariante par translation,
on définit I'intégrale I (¢) par :

I (1) :/o (X (s),w)ds (1.1.1)

Rappelons aussi une définition de convergence vers un mouvement brownien. On

w,t

bornée de [0; 7] x R? — R, oI = ESF (X©)), W = (W}),, est un processus de Wiener
de dimension d et & = E%, F (W) ou X est une matrice R%*¢. On dit qu'un TCL
fonctionnel annealed est établi pour X avec comme limite YW si pour tout 7" > 0 et
toute fonction F : [0; 7] x R? — R bornée, on a Eypf" — L.

On commence par rappeler le probléeme de martingale. En rappelant que (X;*’)t>0
est la marche aléatoire en conductances aléatoires, alors pour toute fonction f dans le
domaine de 'opérateur L, il existe une martingale (Mt)t>0 telle que :

introduit les notations suivantes : Xff) = (X(E)> = (€Xw,t/a2)t>07 F est une fonction
>0 z

[ (Xy,w) = Mt+/ Lf (X, w)ds
0

En choisissant comme fonction f la fonction qui a (x,w) associe f (x,w) = x, on obtient
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que :
Xy = / ZWXQ,X +z Xs+z7w)_f(Xs’w>)dS
z~0
[ S
z~0

- Mt / E st,X +e; st Xs— ev) X € dS

— Mt+Zel / (X,,w)ds
d
= Mt—f‘zeix.lgi (t)
i=1
ol 0; (T,W) = Wy ate; — Wrz—e;, €St communément appelé la “dérivée locale”. Notons que
les fonctions 0; sont invariantes par translation. Puis, on rappelle le théoréme suivant :

Théoréme. [66] Soit f € L* (P) une fonction invariante par translation telle que :

/%def (\) < +o0 (1.1.2)

alors il existe des processus (Ny),sq, (§),s0 tels que Iy (t) = Ny +& et ot (Ny),-, est une
martingale a accroissement stationnaire sous PP et (gt)tQO satisfait :

1 sup |€ | PP— prob
V1t o<s<t
1
JEE[] — 0

t—+o00

De plus, (v/ely (6’1t))t>0 converge en loi sous PP, pour la topologie de Skorokhod et
lorsque € — 0, vers un mouvement brownien.

En montrant que la condition (1.1.2) est vérifiée, on peut écrire I, ( fo (Xs,w)ds
comme la somme d’une martingale N; et d’un terme d’erreur &. De plus on note qu’une
fois que la condition (1.1.2) est vérifice, un TCL fonctionnel annealed est vérifié. Ceci
nous permet finalement d’écrire que X; = M; + N; + & qui, une fois renormalisé par
1/4/t, tend vers un mouvement brownien. La convergence peut dont s’établir a partir
de 'analyse spectrale. On rappelle alors le théoréme de J.-C. Mourrat :

Théoréme. [85, Théoreme 2.4] Soit o > 1 et f(0,-) € L? (P) une fonction invariante
par translation. Il y a équivalence entre les assertions suivantes :

1. 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout t >0 :

i) < C
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2. 11 existe une constante C' > 0 telle que pour tout 6 > 0 :
1
/ —~dey (\) < C6*1
j0:3] A

L’étude de la variance prend son sens dans ce cadre. On rappelle & présent les résultats
précédemment obtenus par J.-C. Mourrat :

Théoréme. [85, Théorémes 2.2 et 2.3] Il existe une constante C' et une norme de

fonction ||| - ||| telles que pour toute fonction f invariante par translation :
¢/ sid=1
Var (Pf) < Cx ||| f[|| x ¢ I (t+ 1)t sid=2

min {t_l;t_%“} sid>3

Le résultat attendu doit avoir une décroissance polynomiale d’exposant d/2 et la norme
de fonction devrait étre la variance multipliée par un facteur dépendant de la taille du
support de la fonction. En ce sens le résultat obtenu par J.-C. Mourrat est sous-optimal.
Citons par ailleurs le théoréme de A. Gloria, S. Neukamm et F. Otto :

Théoréme. [49, Théoréme 2| Supposons que les conductances soient uniformément
minorées et majorées et que la loi P soit stationnaire, alors il existe une constante
1 < po < o0 (non explicite), une constante C dépendant seulement de la dimensiond, et
une norme de fonction ||| - ||| telle que pour toute fonction f et tout p = po, on ait :

E[(PEV )PP < O x ||| f]]] x ¢~/

Ce résultat, au vu des précédents théorémes, implique la convergence vers un mou-
vement Brownien de I; (dont la définition est donnée en (1.1.1)) et donc de la marche
aléatoire en conductances aléatoires. Notons que ces résultats de convergence ne sont
pas nouveaux et sont déja obtenus notamment dans [32|. Enfin, on note que montrer la
décroissance de la variance donne des informations sur la vitesse de convergence vers un
mouvement, brownien grace a la proposition suivante :

Proposition. Supposons qu’il existe une constante C' > 0 et un exposant o > 1 tels que
1

2

E [(P;)"] < C x pre

alors, en définissant la fonction ¥ : R, — R par

o1 st o< 2
Yo (t) =<t/ Int  sia=2
t sinon

il existe deux constantes C' > 0 et o > 0 telles que

|

BIXIE = < O

10
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Résultats et idées de preuve

Dans les travaux de cette thése, en rappelant que nous supposons que les conductances
sont tirées de maniére i.i.d selon une loi pdont le support est inclus dans [1; +00) et que
le graphe considéré est le graphe G = (Zd, Bd), nous avons montré en collaboration avec
J.-C. Mourrat le théoréme suivant :

Théoréme. 2.2.1 Soit d > 3 et supposons que la loi des conductances ait un moment
d’ordre 2. St [ est une fonction invariante par translation a support fini alors il existe
une constante C' dépendant seulement de d telle que :

C 2 2
Var (P?f) < e x & [w] X |supp (f)|” x Var (f)

L’idée de la preuve repose sur un argument original de [49] qui utilise les estimées sur
les probabilités de transitions ainsi qu’une inégalité type Efron-Stein. Pour comprendre
la structure de la preuve, nous prouvons le résultat pour la marche aléatoire simple,
c’est-a-dire pour la marche dont le générateur est donnée par :

Lof (w,w0) =) (f (y,w) = f (v,w))

y~zx

et dont le semi-groupe est donné par P°f (z,w) = E°f (Xy,w) = > P2 ( Xy =v) f (y,w).
Notons ici que P?(X; =) ne dépend pas de 'environnement. En supposant que la
fonction soit de support fini, on obtient que E [f (z,w) f (y,w)] = 0 si supp (f (z,-)) N
supp (f (y,+)) =0 et E[f] =0 . Par définition, pour une fonction de moyenne nulle, on
obtient alors :

E[(Egf (Xuw)?] = SORS(X=a2) P (X =9 E[f (v.0) f (5,w)] (1.1.3)

x7y

< 2x [supp (f)| x > Py (Xy =) x E[f?]

C
< 2 x [supp ()| E[f?] x 72

Ou pour la derniére inégalité, nous avons utilisé les estimées sur les probabilités de re-
tour en a Dorigine, car 3. Py (X, = z)> = PY (Xy = 0), estimées que 'on trouve notam-
ment dans [25, 34, 35]. L’argument clef est 'emploi de 1'égalité E [f (z,w) f (y,w)] =0
dans le cas ou = et y sont suffisamment éloignés par I’hypothése de support fini. Dans
notre cadre, puisque les probabilités de transition sont dépendantes de I’environnement,
I'égalité (1.1.3) n’est plus vérifiee. Pour contourner cette difficulté, on force I'emploi
de ces 0(= E[f (z,w) f (y,w)]) a l'aide de I'inégalité d’Efron-Stein ainsi que de la for-
mule de Duhamel qui permet de commuter le semi-groupe et un opérateur (que I’on
nommerait d’Efron-Stein). Introduits formellement dans le chapitre 2, on définit une
famille d’opérateurs (d’Efron-Stein) (0;),czq tels que 0, f (y,w) = 0 si supp (f (z,-)) N

11
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supp (f (y,-)) = 0 et tels que 'inégalité (1.1.4) tient. Ainsi, on peut écrire que :

E[(Pf (0,w))?]"?

(
1/2
(ZE 9, P° f (0,w)) }) (1.1.4)
<E

1/2 1/2

S (0P 0 PEf (0,w)7]  ds

xT

Z (tha'zf (07 w)>2

T

S < s (2 < ar () + [ __c
e 0o (t—s+1

+[E
0

= [0,Var (P2 f)]? ds

On obtient alors une inégalité de type Gronwall qui permet de conclure.
O

On renvoie le lecteur au chapitre 2 pour les détails des calculs entre chaque étape.
Ensuite, nous montrons un résultat sur les fonctions complétement monotone. Rappelons
qu’une fonction est complétement monotone si le signe de sa dérivée n-iéme est (—1)",

et en définissant les fonctions () et w par :
Q) (x) = inf{tr+ £ (1)}
w(f) @) = sup Ll

u>0 (u)

ot f est une fonction de R — R. On se place dans la droite ligne des travaux de [20, 54]
en montrant les résultats suivants (plus complets que ceux présents dans [31]) :

Proposition. 2.4.1 Soit f : R, — R et g : R, — R deux fonctions complétement
monotones telles que pour tout t >0, 0 < f(t) < g(t) et limy o g (t) = 0, alors pour
tout t >0 :

< en(QUog(0) ()% [ w(ex0@ or(9) () x e vy

t
Corollaire. 2.4.2 St f : R — R est une fonction complétement monotone telle que

limy 400 f (t) = 0, alors pour tout C > 1, —f' (t) < % X % x f (%)

La preuve de cette proposition repose sur le théoréme de Bernstein, cf [8], et I'inégalité
de Markov. Le corollaire a pour implication notable la construction de fonctions locales
dont la décroissance est aussi rapide que nous le voulons. En effet, dans la section 2.4.3,
nous montrons que les fonctions de la forme L£"f ont une décroissance de 'ordre de
t=2"Var (P,f).

La seconde implication est que, puisque P, (X; = x) est une fonction complétement
monotone, |0.FP, (X; = x)| < %Px (Xt/Q = ;E) De plus, en notant que 'on peut réécrire

12
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P, (X; = y) comme le produit scalaire de deux fonctions (P;_sf; Psg) ot f(z) = 1,_. et
g(z) =1,_., on obtient par I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

0, (Piecfi Pag)| < (=0 Pieufi (~£)"% Pug )|

< [((=0) Pofs P ) (L) Pog: Pg) |

9 9 1/2
( X—XP$(Xt_5:x)Py(XS:y))

t—s S

Ce dernier résultat nous permet de montrer une extension partielle du travail de A.
Gloria, S. Neukamm et F'. Otto lorsque le semi-groupe ne dépend pas de ’environnement.
Fixons un environnement m dans lequel se déplace la marche. Supposons que dans cet en-
vironnement m, il n’y a pas d’explosion de la marche, c’est-a-dire si P2* (|| X;]|,, < +00) =
1. Nous montrons la proposition suivante :

Proposition. 2.4.4 Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout t > 0 et pour toute
fonction f = Vg, ou g est invariante par translation, & support fini et E[g?] < oo, on a

E [(P"f (0,0))%] < Clsupp (9)|” i

1.2 KAI1f : Exclusion simple a taux dégénérés

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Cyril Roberto.

Dans cette section, nous présentons le modéle que nous étudions ainsi que ’état de I’art
et la problématique associée a notre sujet d’étude. Nous présentons ensuite une partie
des résultats que nous avons obtenus ainsi que les idées de preuve associées.

Présentation du modéle

Soit G = (V, E) le graphe connecté dont ’ensemble des sommets est Z ou le segment
discret [1; L] NN et dont les arétes sont données aux plus proches voisins. On appelle
une configuration une famille d’entiers de 0 et de 1 indexés par ’ensemble des sommets
V' que nous notons 1 = (1), € 2 = {0; 1}V, ot Q est ensemble des configurations.
Dans un graphe fini, pour une configuration 7, on équipe sur chaque aréte une horloge
de Poisson de paramétre ¢ (n, z,x + 1). Dans le modéle d’exclusion simple classique, la
fonction ¢ (n,z,z + 1) = 1 et dans notre cadre, nous considérons la fonction de taux avec
contrainte ¢ (n, z,x + 1) = 1=1y,,_,—0y 1, ,,—0y (voir figure 1.2.1), fonction qui est nulle
si autour de = et x + 1 se trouve seulement des 0. Ce modéle issu de la physique permet
I’étude de la structure moléculaire du verre. Cette contrainte est censée mimer 1’évolution
des molécules (représentées ici par des 0) du verre qui sont bloquées si elles sont entourées
par d’autres molécules. Lorsque laréte (x,z + 1) sonne, et donc ¢(z,z+ 1,7) = 1, on
échange les valeurs entre les sites z et 2 + 1 de la configuration 7 et 'on note n»**! la
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Figure 1.2.1: Sauts autorisés et non autorisés

configuration obtenue. Pour la bonne définition de la dynamique sur un graphe infini,
on renvoie & [76].
Le générateur de cette dynamique agissant sur un ensemble de fonctions f: Q2 — R

est :
Lf() = clza+1)(f () —f(n)

T

Motivation et état de l'art

Dans ce chapitre nous nous intéressons a un modéle de Kob et Andersen (noté KA1f)
introduit dans les années 90 pour modéliser les transitions vitreuses. Rappelons le prob-
léme physique. Le verre est obtenu en refroidissant un liquide suffisamment rapidement
pour éviter la cristallisation. La matiére ainsi obtenue est a la limite entre le solide et
le liquide, appelé solide amorphe. Macroscopiquement, il se comporte comme un solide,
et microscopiquement, il posséde la structure d’un liquide. Il existe une école physique
pour laquelle la transition liquide/verre ne serait qu'un phénoméne dynamique. Pour
cette raison, Kob et Andersen [68| ont introduit un modéle de particules en interaction
soumis a une dynamique conservative de type Kawasaki avec une contrainte supplémen-
taire censée mimer ce comportement physique.

Les configurations sont données par l'assignation de la valeur 0 ou 1 sur chaque site
de Z, 1 signifiant ’absence d’une particule. Les particules se déplacent par des échanges
avec les plus proches voisins, comme dans le cas du modéle bien connu de I’exclusion
simple & 'exception du fait qu’un échange n’est autorisé que s’il existe, autour du couple
qui procéde a ’échange, au moins un site vide. Cette contrainte locale est censée refléter
le fait que le déplacement d’une particule dans un liquide dense est empéché par la
présence d'un trop grand nombre de particules autour de celle-ci. Nous renvoyons a
I'article de synthése [91] pour plus de détails sur le phénoméne de transition vitreuse et
sur la littérature physique sur les différents modéles, appelés modéles avec contraintes
cinétiques, qui ont été introduits par les physiciens.

La vitesse de refroidissement détermine la densité du verre qui influe sur la vitesse
d’évolution du matériau. Dans cette optique, nous étudions le trou spectral de la dy-
namique KA1f; de plus, nous suivons la convention inverse des physiciens, lorsque la
valeur 1 est attribuée a un site, nous dirons qu’une particule est présente.

Dans I’étude du probléme de trou spectral sur le segment discret Ay = [1; L] NN, on
peut au moins distinguer deux régimes. Lorsque le nombre de particules N est supérieur
a L/3, et donc que la densité p = N/L > 1/3, il existe au moins deux particules a
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distance inférieures ou égales & 2 et donc pour toute configuration 7, il existe x € Ap
telle que ¢(n,z,x+1) = 1. Lorsque p < 1/3, il existe des configurations 7 telles
Ve € Ap ¢(n,z,x + 1) = 0; les contraintes ne sont jamais satisfaites. On montrera dans
le chapitre 3 que ’ensemble des configurations sur Ay & N particules ayant au moins un
couple de particules & distance inférieure ou égale a 2 est un ensemble connexe que nous
noterons Q?\C .- La mesure réversible vy 1 de la dynamique est la mesure uniforme sur
Q[Z)V, ;- Notons aussi que puisque la dynamique est conservative, la dynamique partant
d’une configuration & N particules ne peut pas atteindre une configuration & N’ # N
particules.
Rappelons que le trou spectral est défini par la formule variationnelle :

W 1)

)\NL = inf —~"~
’ Var (f)
. . . ). . ,
ou la variance est prise contre la mesure vy, l'infimum est pris sur I'ensemble des

fonctions non constantes et nulles sur les configurations dont les contraintes ne sont

jamais satisfaites et o € (f, f) = vn 1 (Zm cnz,x+1)(f (™) — f (77))2>

le théoréme de P. Gongalves, C. Landim et C. Toninelli établit des bornes sur le trou
spectral lorsque p > 1/3.

Théoréme. [55] Il existe deuz constantes C_ et C (explicite) telle que le trou spectral
de la dynamique KAI1f sur un tore ou un segment de longueur L avec un nombre de
particules N > L/3 vérifie :

Si p < 1/3 alors lexistence d’un site x tel que ¢ (1, z,z + 1) = 1 n’est plus garanti et le
probléme doit étre traité avec d’autres techniques. Y. Nagahata, grace a des méthodes
de combinatoires, obtient le résultat suivant :

Théoréme. [87] Il existe une constante C (explicite) telle que le trou spectral de la
dynamique KAIf a N particules sur un tore ou un segment de longueur L vérifie :

41
Ang = C x max{%;ﬁ}

Ce résultat est optimal lorsque p est constant (lorsque p ne dépend pas de L). Ces
deux résultats indiquent que le trou spectral est dépendant de la densité des particules.
Nous donnons dans la section 3.3.2 une illustration de ce phénoméne.

Résultats et idées de preuve

Dans les travaux de cette thése, nous montrons le résultat suivant :
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Théoréme. 3.2.1 [l existe deuz constantes C_ et C (explicites) telles que le trou spectral
de la dynamique KA1f avec N > 3 particules sur le segment discret de longueur L > N
vérifie :

1 p
C‘ﬁ < Anr < C+ﬁ

La preuve de ce théoréme repose sur la comparaison du trou spectral pour une dy-
namique a champ moyen et de la méthode des chemins. Notons que dans le cas ou
le nombre de particules est constant, lorsque p est de I'ordre de 1/L, les bornes sont
optimales. Puis, lorsque le nombre de particules vérifie N < L3*, la borne inférieure
obtenue ici améliore le résultat de Y. Nagahata.

Nous montrons ensuite, en nous appuyant essentiellement sur les travaux de Y. Na-
gahata et en utilisant les idées de [21], un résultat de convergence en temps long vers
I’équilibre.

Théoréme. 3.2.2 Pour toute fonction f locale et L* et pour tout € > 0 et pour toute
densité p € [0; 1], il existe une constante C := C (f, e, p) telle que pour tout t > 0 :

VQT(Ptf)< 1C

§—€

ot la variance est prise contre la mesure produit de Bernoulli de parameéetre p.

La preuve de ce théoréme repose sur le théoréme de Bernstein et I’évaluation de la
mesure spectrale de Popérateur suivant 'idée de [21].

1.3 Modéle de Ginzburg-Landau : systéeme de spins
non bornés

Nous présentons ici le modéle de Ginzburg-Landau ainsi que I’état de 'art. Nous présen-
tons aussi de maniére informelle le résultat principal ainsi qu’une bréve ébauche de la
preuve.

Présentation du modéle

Soit G = (S, E) un graphe connecté orienté dont I'ensemble des sommets est dénom-
brable et dont le degré de chaque sommet est uniformément borné. On appelle envi-
ronnement une famille de réels indexés par I’ensemble des sommets S que nous notons
N =(N)eg €N = R?, ot Q est 'ensemble des environnements. On considére une fonc-
tion H : Q2 — R, nommée fonction de potentiel, et on considére une famille de Brown-
iens indexés par les arétes (Bf) pour définir le systéme d’équations différentielles
stochastiques suivant :

t>0,eckE

i (0= Y (G0 = 500 ) 060 + VES sam. ¢) d;

y~z ecE
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ou sgn, (e) = 1(52.e=(2,2)y — 1{32:e=(z,2)}- Par construction, la mesure réversible de cette
dynamique est donnée par :
dp (n) = e

Cette mesure u est renormalisable sous certaines conditions sur le comportement de H

N

Figure 1.3.1: Déplacement de masse

en +o00. On renvoie vers [96] pour la bonne définition du modéle lorsque le nombre de
sommets est infini. Informellement, sur chaque sommet = du graphe il y a un nombre
réel 1, de particules, nommé masse, dont ’évolution se fait par ’échange avec ses plus
proches voisins (voir figure 1.3.1).

On définit pour les fonctions f : {2 — R la norme triple suivante :

!Hf!H:Z' 0

Ony:
Enfin, le générateur de cette dynamique, agissant sur des fonctions f : {2 — R locales et
de norme triple finie, est donné par :

- 3 () s 5 () o )

(z,y)EE (z,y)EE

l

le semi-groupe associé au générateur L.

On note (Pf)

120

Motivation et état de l'art

Les dynamiques de Ginzburg-Landau font partie des dynamiques de Langevin dont le
drift est donné par un gradient. Ces dynamiques conservatives apparaissent en tant que
limite hydrodynamique de modéles de particules. On renvoie notamment au livre de H.
Spohn [97] sur les limites macroscopiques de systémes de particules.

Dans I'étude du probléme, il est nécessaire de préciser la fonction de potentiel. Le
cadre le plus simple est le cadre gaussien sur Z? ot la fonction de potentiel est donnée
par H (n) = 5 > n% les marginales indiquent bien que les variables 7, sont des variables
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gaussiennes. On généralise cette fonction de potentiel, en écrivant H (n) = >V (n,).
Le premier résultat important dans ce domaine est I’étude d’une fonction de potentiel
gaussienne perturbée par une fonction; en prenant comme fonction V, (t) = 1 (t — p) +
F (t) ou F est une fonction de perturbation telle que || F|| < oo, [|[F’|| < oo, [|[F”||, <
oo, il a été obtenu :

Théoréme. [95, Théoreme 5.6.1] Considérons le graphe G = (Zd, Bd) ot B est ’ensemble
des arétes reliant les sommets & distance euclidienne 1. 1l existe une constante C' (ex-
plicite) telle que pour toute fonction f bornée, locale et de norme triple finie :
C
Lo\ —d/2
Var(Ptf)—W—i—o(t )

La remarquable preuve développée dans la thése de J. Sheriff, inspirée de ’article de
E. Janvresse, C. Landim, J. Quastel et H.-T. Yau [62], repose sur un argument de cutoff,
les estimées du trou spectral, d’'une moyennisation en espace ainsi que des estimées
entropiques. Le travail est poursuivi dans [15] o la fonction de potentiel est encore

produit mais ot V' satisfait une hypothése de convexité, et ou le graphe est G = (Z, F)
et E={(i,i+1),ieV}

Théoréme. [15] Supposons qu’il existe deux constantes C_ et Cy telle que la fonction
ViR = R soit deux fois dérivables et satisfasse la condition suivante :

C_<V"'<C,

Alors il existe une marche aléatoire en milieu aléatoire dynamique (dont le générateur
est explicite) telle que :

1 1
o E [P (X: = y)] < Cov (1 Pfny) < o & [P (Xe =y)], T,y €L
_l’_ -
De plus, le trou spectral de la dynamique de Ginzburg-Landau sur le tore est minoré par
le trou spectral de la marche.

La preuve de ce théoréme repose sur la représentation de Helffer-Sjostrand, cf [61], sur
la commutation entre le générateur £ de la dynamique et un opérateur de dérivée par-
tielle. Combinée aux estimées sur les coefficients de la chaleur P (X; = y) de la marche
aléatoire, on obtient la décroissance polynomiale recherchée et étendue a la fonction
de covariance. Un résultat, précédant ce dernier, généralise la fonction de potentiel
en écrivant H (n) = >,V () + J 322, y1<r W (1 —my) ol la fonction V' satisfait des
conditions de convexité. Le résultat suivant, tiré de I’article [24], est :

Théoréme. Supposons qu’il existe des constantes Cy _,Cy +,Cs _,Cs 1, Cs 1 telle que la
fonction W et V' satisfont les conditions suivantes :

Ci  <W'<Ciy G <V'<Ch V"<Cyy
Alors pour un J suffisamment petit, il existe une constante C' telle que pour tout x,y € 7
et tout t > 0 telle que v —y| <t, on a :
C

Cov (nz; Piny)| € —m7——
|Cov (13 Piny )| N

x,y €L
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Résultats et idées de preuve

Dans les travaux de cette thése nous nous plagons sur un graphe G = (S, E) dont
Iensemble des sommets est infini et dénombrable et dont le degré des sommets est
uniformément borné. Nous fixons un sommet de S que nous nommons origine et notons
|-| la distance de graphe d’un sommet a 'origine. Nous montrons le résultat suivant :

Théoréme. 4.2.1 En supposant qu’il existe une fonction V deuz fois dérivables telle que
H((n)=>,V (n) et qu’il existe deux constantes C_ et C, telles que pour tout x € S,
C,. > V" > C_, alors il existe une marche aléatoire en milieu aléatoire dynamique X
telle que :

1

—E [P (X, =y)] = Cov(n,; Piny) >

C LE[PT]<Xt:y)]7 xayes

C+ z

Nous étendons le travail initié¢ par T. Bodineau et B. Graham dans [15] en étendant leur
résultat sur une classe de graphes plus générale. La preuve repose sur la représentation
d’Helffer-Sjostrand dont le principe est la commutation d’un gradient et d’un opérateur.
Cette technique est aussi communément appelé entrelacs. On introduit comme notation
les opérateurs de dérivées partiels 0, = 9/0n,. En notant L le générateur qui vérifie
pour tout x, 0,L = LJ,, nous montrons que le générateur L est le générateur d’une
marche aléatoire simple ralentie aléatoirement par I'environnement. Schématiquement,
nous définissons les fonctions f : n — V' (n,,) et g : n — n,, pour obtenir les égalités
suivantes :

+o0
Cov (f; Pg) = /t E[f x LPFg| ds

+o00
— ZZ/t E[@mfx((i)x—ay)Psﬁg}ds

T Y~z

+00
— / Z E [V (1) X (PfOrog — Prd,g)] ds
t

Y~To

+oo
= / E [LPSL@xOg} ds
t
— E[Pl,,g) =E[P! (X, = y)

Puis nous établissons un théoréme de comparaison, et cela en suivant la preuve de [15],
pour comparer Cov (f; P,g) avec un ensemble de fonctions spécifiques.

1.4 La conjecture du lit superposé

Le travail présenté dans cette section correspond a un article disponible sur Arziv [30]
et en cours de soumission.

Nous commengons par présenter le modéle de percolation indépendante par aréte. Nous
poursuivons la présentation du probléme en présentant les motivations, la présentation
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de la conjecture, ’état de I'art et certains résultats issus de I’étude de cette conjecture.
Enfin, nous présentons notre résultat et I'idée de preuve qui lui est associée.

Présentation du modéle

On considére le graphe fini G = (V, E) et on définit le modéle de percolation indépen-
dante par aréte de la maniére suivante. On appelle une configuration une famille de
d’entiers de 0 et de 1 indexés par les arétes que nous notons w € {0; 1}E = Q ou ) est
I’ensemble des configurations. Sur chacune des arétes e, on associe une variable aléa-
toire de Bernoulli B, de parameétre p.; on appelle (p.).., 'ensemble des paramétres de
percolation. Pour toutes les arétes e et €' telles que e # €/, on suppose que la variable
aléatoire B, est indépendante de B.,. On note P la loi des configurations. On dit qu'une
aréte e est fermée si B, = 0 et elle est ouverte si B, = 1. On dit qu'un chemin entre x
et y est ouvert s’il existe une suite (x;),_,_,, telle que zo =z, z,, = y, {z;, 211} € E et
Bisi 201y = 1. Pour tous les sommets x,y € V et toute configuration w, on note z < y
s’il existe un chemin ouvert entre x et y au sein de la configuration w.

1]

Figure 1.4.1: Graphe G (a gauche) et son graphe en lit superposé G

On appelle le graphe en lit superposé du graphe G (voir figure 1.4.1), le graphe G =
<‘~/, E) défini de la maniére suivante :

1. V=A{(x,i):x € V;i€{0;1}}

2. E={{(z.,i),(y.0)} : {w;y} € B;i € {0;1}} U {{(2,0); (2, 1)} sz € V}}

Motivation et état de l'art

La percolation est un domaine assez récent et en pleine expansion dont le sujet principal
est ’étude de la connectivité des sommets les uns entre les autres. Un sujet d’étude
connexe est I’étude d’une distance au sens de la percolation entre les différents sommets;
plus les sommets sont proches, plus leurs probabilités d’étre connecté est élevé. Cette
distance est encore mal comprise. Sur un graphe G = (V| FE), il est intéressant de
comprendre 'évolution d’ensemble du type B (z,t) = {y € V,P(z <> y) > t} en fonction
de t et ce pour tout x € V. On peut se demander si cet ensemble est connexe, i.e.
Yy, z € V tels que dg (x, z) < dg (x,y), out dg est la distance de graphe usuel (donnée par
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la longueur du plus court chemin), on a vVt > 0,y € B (z,t) = z € B(x,t). Cependant,
il est facile de trouver un contre-exemple. Considérons les graphes G,, = (V,, E,,) tels
que V,, = {z,y}U{z,1 <i<n}et B, = {{z,z},1 <i<n}U{{y,z},1 <i<n} (voir
figure 1.4.2) auxquels nous associons le modéle de percolation par aréte indépendante et
de parameétre de percolation p.

<>

Figure 1.4.2: Graphe G,

Par un calcul simple, pour n > 1, on obtient que P(z <+ 2) = p+ (1 —p)p X
(1 —(1 —pQ)"_l) et P(z<y) =1 —(1—p»)". Déslors, Pz y) = P(x < 2)

lorsque n > 1 +log (1 — p) /log (1 — p?). Cet exemple simple montre que la distance de
percolation ne coincide pas toujours avec la distance de graphe et que la structure du
graphe joue un role important dans I’évolution des ensembles B (z,t).

Avant de présenter la conjecture du lit superposé, nous présentons un probléme, encore
ouvert a notre connaissance, pour illustrer le type probléme et le niveau actuel des
connaissances. Considérons le graphe G = (An, Ex) out N € N, Ay est la boite Ay =
[—N; N}d N Z* centrée en l'origine notée 0 et Ey est I'ensemble des arétes non orientées
connectant les sommets a distance euclidienne 1. Notons Ay = Ay\Ay_; Pextérieur
de la boite. Sur ce graphe, associons le modéle de percolation indépendante par aréte
de parameétre de percolation p dont la loi est notée P. La conjecture est la suivante :

Conjecture. Soit [ : Ay — [0;1] la fonction qui pour tout x € Ay associe f(x) =
P(x > OAN), alors min, f (x) = f(0)

Sur ce probléme, intuitivement, la distance de graphe devrait coincider avec la distance
de percolation. Il peut étre pratique d’ajouter de la structure au graphe étudié et
c’est pour cela que nous étudions les graphes en lit superposé (définis dans la section
précédente); énongons la conjecture.

Sur le graphe en lit superposé G, on ajoute le modele de percolation indépendante
par aréte dont 'ensemble des paramétres de percolation a la contrainte suivante : toute
aréte e = {(x,1);(y,7)} € E et son aréte “symétrique” é = {(z,1—1);(y,1—i)} € E
ont le méme paramétre de percolation, i.e. p. = pz. Par abus de langage, on appelle
“eraphe inférieur” ou “graphe du bas”, le sous-graphe induit par I’ensemble des sommets
(x,0) et “graphe supérieur” ou “graphe du haut”, le sous-graphe induit par 1’ensemble
des sommets (z,1). Pour un sommet v = (z,7) avec z € V;i € {0;1}, on appelle le
sommet v' = (x,1 — i), le symétrique de v. La conjecture de lit superposé est la suivante
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Conjecture. Pour tout graphe G en lit superposé, tout ensemble de paramétres de perco-
lation tels que pour toute aréte e, p. = pg, alors pour tout sommet u du graphe inférieur,
tout sommet v du graphe inférieur et v’ son symétrique, on a :

P(u<+v)=Pu+ )

La conjecture stipule simplement que la distance au sens de la percolation coincide
(partiellement) avec la distance de graphe puisque pour tout graphe en lit superposé
dg (u,v") = dg (u,v)+1. Il n’existe a ce jour que trés peu de résultats positifs concernant
la conjecture du lit superposé.

Puis, le premier résultat notable sur la conjecture du lit superposé en percolation par
aréte indépendante est le résultat de Linusson dans [77| sur les graphes outerplanars.
Un graphe est outerplanar si il est planaire et si 'on peut dessiner ce graphe tel que
tous les sommets se situe sur 'extérieur. De maniére équivalente, le graphe ne doit pas
avoir comme mineur Ky, le graphe complet a 4 sommets, ou K3 3, le graphe bipartite a
2 sommets d’un coté et 3 sommets de 'autre. Le théoréme de S. Linusson est le suivant

Théoréme. [77, Théoreme 3.1] La conjecture du lit superposé est vérifiée pour les
graphes outerplanars.

Un second résultat provient de la généralisation de la conjecture du lit superposé au
modeéle de Potts. Pour une configuration w sur un graphe G = (V, E), on note k (w) le
nombre de composantes connectées (incluant les sommets isolés). Dans ce modéle, la loi
de probabilité d’une configuration est donnée par :

k(w
P =L [Ipe@ @ —poy'=t
Z N c

eck

ou Z est la constante de normalisation et ¢ est un réel positif. O. Higgstrom montre le
théoréme suivant :

Théoréme. [56] La conjecture du lit superposé est vérifiée dans le le modéle de Potts
lorsque q = 2.

De maniére étonnante, ce résultat advient avant la preuve celle du modéle de percola-
tion par aréte indépendante; en effet, puisque ¢ = 2, les arétes sont toutes dépendantes
les unes des autres. La preuve repose sur le lien entre le modéle de Potts et le modéle
d’Ising et 1’établissement d’une inégalité de corrélation dans le modeéle d’Ising.

Un dernier théoréme lié & la conjecture du lit superposé est le modéle d’orientation
aléatoire. Pour une aréte e = {x, y}, on note o (e) son orientation telle que P (o ({z,y}) =
P(o({z,y}) = (y,z)) = 1/2 et 'on note x — y si il existe un chemin orienté de x vers
y. On note Py /5 la loi sur les configurations ou les paramétres de percolation sont tous

égaux & 1/2 et on note P la loi sur Porientation aléatoire des arétes. Le théoréme suivant
est tiré de [64, 82].
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Théoréme. Pour un graphe G, on a l’égalité suivante pour tout sommet x,y :

-7

P/ (z <> y) (x = y)

Cette égalité permet notamment de reformuler la conjecture du lit superposé en terme
de modele d’orientation aléatoire. Signalons un article récent de J. Rudzinski et C.
Smyth [93] qui liste les formulations équivalentes de la conjecture permettant d’attaquer
le probléme sous différents angles.

Enfin, il existe par ailleurs un ensemble de résultats connexes a cette conjecture. Tout
d’abord, on trouve une inégalité de corrélation :

Théoréme. [99, Théoréeme 1.1] Pour tout graphe G = (V,E) et pour tout sommet
a,b,s,teV,

P(s<ra,s<blssrt) 2P(s<rals o t)P(s <> bls ¢4 t)

La preuve s’appuie sur un argument de récurrence. Il peut paraitre étonnant que le
conditionnement soit un événement décroissant, mais lorsque I’événement est croissant
(typiquement s <> t), l'inégalité n’est pas toujours vérifice. Comme contre-exemple,
il suffit de prendre le graphe a 4 points {a,b,s,t} et dont I’ensemble des arétes est

{{a, s}, {a,t},{b, s}, {b,t}}.

Résultats et idées de preuve

Dans cette thése, nous montrons le résultat suivant :

Théoréme. 5.2.2 La conjecture du lit superposé est vérifice pour le graphe complet
lorsque les parameétres de percolation sont égaux a 1/2.

L’idée de la preuve, purement combinatoire, repose sur la décomposition des configu-
rations entre différentes classes. On appellera la composante principale, I’ensemble des
sommets connectés par des chemins ouverts & un sommet v préalablement fixé. On fixe
un sommet v et son symétrique v’ et on définit G' I'ensemble des configurations dont la
composante principale contient v et G? I’ensemble des configurations dont la composante
principale contient v’. On sépare une seconde fois ces ensembles de configurations selon
le nombre z de sommets dans le graphe inférieur, le nombre y de sommets dans le
graphe supérieur ainsi que le nombre z de sommets dans le graphe inférieur ayant leurs
symétriques dans le graphe supérieur; on nomme G;W et Givy,z ces ensembles selon que
v appartienne & la composante principale ou que v’ y appartienne. Cette décomposition
faite, la preuve repose sur le résultat suivant a z fixé :

Z ’Gi,yz’ - }Gi,y,zl =0 (1.4.1)

z+y=k

Dans la classification des configurations, la composante principale d’une configuration

de G}, . (respectivement de G2, ) doit étre connectée et doit étre séparée du reste des
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1 Introduction

sommets. En comparant les différentes contraintes entre les configurations de G, | et

x?y7z
de chyz, on peut minorer la différence des probabilités de connections, P (u <> v) —

P (u <> '), par :
Z Z Ck’z Z ‘Gizyvz‘ B |Giuyzz’
z k

z+y=k

ot Cy . est explicite pour enfin réutiliser le résultat (1.4.1).
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2 Marche aléatoire en milieu
aléatoire

Dans ce travail effectué en collaboration avec Jean-Christophe Mourrat, nous prouvons
un comportement diffusif de ’environnement vu par la particule dans le cadre de la
marche aléatoire en conductances aléatoires avec, comme principale hypothése, une hy-
pothése de second moment sur les conductances. Notre preuve, reposant sur 'approche
de Gloria, Neukamm et Otto dans [49], est courte et élémentaire. Dans la premiére
section, nous introduisons le cadre du sujet d’étude, puis, dans la seconde section, nous
formalisons le modéle et nous énoncons les résultats principaux. La troisiéme section est
consacrée a la preuve du théoréme principal ot nous commencons par énoncer des ré-
sultats usuels dans la littérature suivis du coeur de la preuve et des résultats techniques.
Dans la derniére section, nous abordons des résultats liés aux fonctions complétement
monotones ainsi qu'une courte discussion sur 'optimalité de la vitesse de décroissance
obtenue dans le théoréme 2.2.1.

2.1 Introduction

La marche aléatoire est un sujet d’étude qui apparait naturellement dans différents
modéles probabilistes puisqu’elle permet de décrire des sommes de variables aléatoires.
Ainsi, un grand nombre de modéles de marches aléatoires sont apparus a tel point qu’il
est impossible de donner une bibliographie compléte sur le sujet. Dans ce chapitre, nous
nous intéressons a un modéle spécifique de marche aléatoire, le modéle de marche aléa-
toire en conductances aléatoires; nous renvoyons a [12]| pour une introduction générale
sur le sujet.

Informellement, sur un graphe non orienté G = (V, E), on associe des valeurs positives
sur chaque aréte de I’ensemble E et on appelle “conductances” ces valeurs. La marche
aléatoire en conductances aléatoires est une marche qui se déplace sur le graphe & une
vitesse qui dépend des conductances I’entourant; plus les conductances sont élevées, plus
la marche se déplace rapidement. Le comportement de ces marches est assez bien étudié
et des résultats généraux sont obtenus, voir par exemple [2, 32, 67, 69, 89|, notamment
concernant la convergence en loi vers un mouvement Brownien. Une seconde question
naturelle est ’estimation du coefficient du noyau de la chaleur, a savoir que partant d’'un
sommet x étudier la probabilité d’occuper un sommet y au temps ¢, nous renvoyons par
exemple aux articles [25, 33, 34, 85]. Dans ce chapitre, nous contribuons a 1’étude du
comportement asymptotique de la marche en nous appuyant notamment sur les estimées
fournies sur le noyau de la chaleur.
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2 Marche aléatoire en milieu aléatoire

Comme briévement expliqué dans I'introduction générale, nous cherchons a établir des
vitesses de convergences vers ’équilibre au sens de la variance d’une classe de fonctions.
L’étude de ce sujet permet, entre autres, de donner des résultats quantitatifs sur la
vitesse de convergence du comportement de la marche vers sa limite, le mouvement
Brownien, voir [86], et 1’étude de la décroissance vers I’équilibre au sens de la variance
est intimement liée a la mesure spectrale la fonction prise contre I'opérateur; nous citons
a titre d’exemple les articles [49, 50, 51].

En reprenant le probléme des martingales, a savoir M; = f (X;) + fg Lf(Xs)ds (on
L est le générateur de la marche, voir (2.2.1)), et en choisissant comme fonction f,
la fonction identité, on se retrouve a étudier le processus de ’environnement vu par
la particule. Le probléme présente alors deux difficultés importantes. Lorsque nous
étudions la variance de exp (Lt) f, sa valeur dépend de I’ensemble des conductances
et 'emploi d’arguments de type indépendance demande un travail supplémentaire. La
seconde difficulté correspond aux conditions nécessaires sur la loi des conductances. En
effet, lorsque les conductances ne sont pas minorées, 'espérance du premier temps de
saut peut-étre étre arbitrairement grande, contredisant le comportement diffusif de la
marche; on renvoie par exemple & [48] pour une étude dans le cas ot les conductances
ne sont pas minorées.

Dans ce chapitre, nous nous placons dans le cas ou les conductances sont choisies de
maniére indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi x4 dont le support est
compris dans [1; +00). Pour prouver la décroissance a vitesse diffusive, nous exploitons
I'indépendance des conductances a ’'aide du théoréme d’Efron-Stein et de la formule de
Duhamel (rappelées dans la section 2.3.1) puis nous concluons & I'aide d’un lemme de
type Gronwall.

2.2 Notations et résultats

Dans cette section, nous introduisons ’ensemble des notations utilisées dans le chapitre
ainsi que notre résultat principal.

On considére le graphe G = (Z%,B%) ou d est la dimension et B? est Pensemble des
arétes non orientées connectant les points de Z¢ a distance euclidienne 1 'un de autre.
Ce modéle est communément appelé le modéle au plus proche voisin. On dit que deux
sommets x et y de G sont voisins, noté x ~ y, si {x,y} € B On note e;, le point de
74 dont toutes les coordonnées sont égales a 0 a I'exception de la coordonnée i qui est
égale a 1, et on note e_; = —e; ainsi que ey pour l'origine.

Un environnement est un élément w = (we), cpa € Q = [O,+oo)Bd, ou € est appelé
I'ensemble des environnements. Pour une aréte e = {z,y} € B? on notera la valeur
de T'aréte indifferemment w, ou w,,; cette valeur est appelée conductance. Puisque les
arétes ne sont pas orientées, le modeéle est dit symétrique, c’est a dire que w, , = wy 4.

Les conductances sont tirées aléatoirement et indépendamment les unes des autres
suivant une mesure p de telle sorte que 'environnement soit une variable aléatoire de
loi P = /L®Bd, et son espérance est notée [E.

On définit pour I'environnement w et pour tout = € Z¢, a(z) = {Wrpie,;; 1 <i < d}
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2 Marche aléatoire en milieu aléatoire

et @ () = Uyzea(y). On définit pour tout x € Z%, E®@ [], espérance conditionnelle
par rapport a @ (x) et pour tout y € Z%, on note pour toute fonction f : Z% x Q — R,
Ouf (y,w) = f(y,w) — E@ [f (y,w)]. Ainsi, E[0,f?] n’est rien d’autre que 'espérance
de la variance de f conditionnée par a (z).

On introduit ensuite les opérateurs de translations (6,), .« agissant sur les environ-
nements w définis Vo € Z? par :

(el‘w)y,z = Wety,z+2

La marche aléatoire en milieu aléatoire est le processus de Markov X = (X{),,
dépendant de 'environnement w dont les taux de sauts entre les sommets x et y sont
donnés par la conductance w,,. On note Py la loi du processus partant de z € 74 et
on note E¥ 'espérance associée a la loi P, Lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité, on omettra
I'exposant w du marcheur et nous écrirons X; pour X;.

On définit enfin le générateur infinitésimal £* de ce processus et le semi-groupe associé

(Pf) 10, agissant sur les fonctions de f: Z4 x Q — R :
d
Lof (v,w) = Z Wezte; (f (T + e, w) — f(2,0)) (2.2.1)
i=—d

Pef(z,w) = e f (z,0) = BY [f (X,w)] = ) P2 (X =y) f (y,w)

La mesure réversible pour cette marche aléatoire est la mesure de comptage, i.e.,
Vo,y € Z4, Yt €R, on a:

Py (X:=y) =P, (X; =)

Lorsque nous voulons fixé un environnement dans lequel se déplace la marche, on le
notera m et nous 'appellerons schéma de marche. Ceci sera utilisé par la suite pour
évaluer le comportement des marcheurs (X;"),.,. On dit qu'un schéma de marche m est
bien défini si pour tout ¢ > 0 et pour tout = € Z%, il n’y a pas d’explosion de la marche,
c’est-a-dire si PJ" (|| Xy, < +o0) = 1.

On appelle le processus de Markov (QX,?W)@O l’environnement vu par la particule dont
la mesure réversible est la mesure P de ’environnement. En effet, les conductances sont
i.i.d. suivant la mesure p et donc la loi de w est invariante par translation. Notons que
dans le cas ot les conductances sont choisies de fagon i.i.d., le schéma de marche est bien
défini p.s.. Enfin, on a 1’égalité suivante :

Pl (X, =2) =P, (Xy =2+ 2)

T+y

Dans la suite du chapitre, on ne considérera que les fonctions f : Z¢ x Q — R
invariantes par translation, c’est-a-dire les fonctions qui vérifient pour tout z € Z¢ :
f(z,w) = f(0,0,w). De plus, nous écrirons fy’ (v,w) = P f (z,w) = EYf (X, w). On
dit qu’'une fonction est locale si sa valeur f(0,w) ne dépend que d’un nombre fini de
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conductances de w. Pour toute aréte e et pour tout environnement w, on note w® un

environnement tel que Vb € B b # ¢ = w{ = w;. Ainsi, la fonction f est locale

si le cardinal de Densemble supp (f) = {e € BY;sup, yeeq |f (w) — f (w®)] # 0} (appelé

support de la fonction f) est fini. Enfin, on dit que z est voisin de y par rapport & f, noté

x ¥ y, si a(x —y)Nsupp (f) # 0. On remarque enfin que si x £ y, alors 9, f (y,w) = 0.
f

Dans la suite des démonstrations, on utilisera de maniére extensive les différentes
notions des gradients que nous définissons & présent. Pour toute fonction f : Z9xQ — R,
et pour tout —d < i < d, y € Z%, w € Q le gradient :

Dif (y,w) = [y +ei,w) = f(y,w)

Dans ce sens, on peut considérer pour tout x € Z%, la fonction f (y,w) = P™ (X; = y)
et définir D; P™ (X; = ). De la méme facon, on définit pour tout z,y € Z% et pour tout
—d < i < d, on introduit les notations V¢ par :

viP;(Xt:y):Pw

x+e;

(Xi=y) - P (Xi =)

A Taide des gradients (D;),__, 4 on peut réécrire le générateur de la marche aléa-
toire :

Lf (2,w) = D way (f (yw) = f(2,0))

Yy~

= :E:: Wz, z+e; (l)ij?(ah UJ))

—d<i<d
Dans chapitre, nous prouvons avec Jean-Christophe Mourrat :

Théoréme 2.2.1. Soit d > 3. Supposons que la loi i des conductances a son support
dans [1,00) et un deuziéme moment, E [wz} < 00. Alors, il existe une constante C > 0
qui ne dépend que de d telle que pour toute fonction locale et invariante par translation
f:Z%x Q=R telle que E[f] = 0, pour tout x € 7, I’inégalité suivante est vérifice :

2 E[f7]
td/2

E[EY[f (Xt7w)]2] < CE [w? ] [supp (f)] vt > 0. (2.2.2)

Commentons le théoréme 2.2.1.

Tout d’abord, nous observons que des résultats similaires existent dans la littérature.
J.-C. Mourrat prouve dans [85] une décroissance polynomiale d’exposant 1/2 en dimen-
sion 1, en dimension 2 la décroissance se comporte comme log t/t, en dimension 3 jusqu’a
6 la décroissance se comporte comme ¢!, et en dimension supérieure t~5+2. De plus, le
membre de droite de (2.2.2) est majorée par la norme L? de la fonction améliorant en ce
sens le résultat de [85] ou une norme triple de la fonction majorait le membre de gauche
de (2.2.2) (cette norme étant la norme infinie et la somme de normes infinies de gra-
dients locaux de f, une norme naturelle largement utilisée en mécanique statistique, e.g.
[11, 62, 79, 92]). Notons enfin que la majoration obtenue par J.-C. Mourrat ne nécessite
pas d’hypothése de second moment sur la loi des conductances contrairement a notre
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cas. Plus récemment, Gloria, Neukamm et Otto dans [49] obtiennent parmi d’autres
résultats une décroissance polynomiale se comportant comme =51 lorsque la fonction
f est sous la forme d’une divergence d’une autre fonction. Parce que nous suivons de
prés leur approche, notre résultat est proche du leur. Cependant, dans leur article, ils
supposent que les conductances suivent une condition d’uniforme ellipticité, c’est-a-dire
qu'il existe € > 0 telle que la mesure y ait son support dans [g;e7!], et que les fonctions f
soient dans LP ou p est trés grand et non explicite. Enfin, nous mentionnons les articles
[29, 50, 102] dont le sujet d’étude est proche.

En outre, nous observons que I’exposant dans (2.2.2) est le meilleur possible, résul-
tat qui peut étre obtenu sous des conditions plus contraignantes en suivant [49]. D’un
autre coté, nous pensons que la décroissance en t~%2 devrait pouvoir étre obtenue sans
I’hypothése d'un second moment sur les conductances, qui apparait ici comme un élé-
ment technique de la preuve. Il est aussi normal que le terme de droite de (2.2.2) ait
une dépendance vis-a-vis du support de la fonction considérée; comme expliqué plus
précisément dans la section (2.4.3), si on omet cette hypothése, il est alors possible de
construire des fonctions dont la décroissance est arbitrairement rapide ou arbitrairement
lente. Enfin, en considérant une loi générale sur les conductances, des conditions sur le
support de la mesure sont nécessaires puisque si les conductances peuvent prendre des
valeurs faibles, alors la décroissance des coefficients du noyau de la chaleur peut étre trés
lente, par exemple [7], contredisant la décroissance obtenue dans (2.2.2).

Les décroissances polynomiales sont généralement obtenues, notamment dans d’autres
contextes comme celui des systémes de particules en interaction, par des inégalités de
Nash, voir e.g. [11, 75, 85|, des inégalités d’'Harnack ou de Poincaré faible [6, 14,
33, 92, 94]. Des techniques par induction peuvent étre également utilisées ou encore
lattractivité, voir |9, 37, 62]. Cependant, dans notre cadre, aucune de ces techniques
semblent, a notre connaissance, pouvoir s’appliquer. Ici, nous suivrons principalement
des idées venant des EDPs issues de [49], mais avec de nombreuses simplifications dues
au choix de notre classe de fonctions.

Notre approche de la décroissance vers 1’équilibre de I'environnement vu par la par-
ticule améliore les résultats existants au niveau de la classe de fonctions considérée, de
I’hypothése sur la loi des conductances, la structure courte et élémentaire de la preuve,
mais, en contrepartie, nous ne sommes pas en mesure d’étendre le résultat de Gloria,
Neukamm et Otto sur les fonctions écrites sous forme de divergence.

Enfin, notons que 'approche est suffisamment robuste pour s’appliquer & des graphes
générés par des groupes finis et nous avons remarqué avec A. Rousselle que des résultats
similaires peuvent étre obtenus sur des graphes aléatoires engendrés par des processus
ponctuels et en considérant une classe de fonctions plus restreinte.

2.3 Deécroissance de la variance

L’idée pour prouver le théoréme 2.2.2 est de décomposer la variance E [E% [f (X, w)]Q]

en utilisant I'inégalité d’Efron-Stein en une somme infinie de termes de type E [(8yPtf)2] .
La formule de Duhamel sert ensuite a séparer chaque terme en deux termes qui seront
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analysés séparément, ce qui constitue le cceur de la preuve. L’intérét d’utiliser la formule
de Duhamel est de faire commuter les opérateurs P, et J,. La preuve se finit en appli-
quant un lemme de type Gronwall. Nous commencons par énoncer quelques lemmes
utiles et usuels.

2.3.1 Lemmes usuels

Nous rappelons ici le théoréme d’Efron-Stein, la formule de Duhamel ainsi qu’une estimée
sur les coefficients du noyau de la chaleur.

Lemme 2.3.1 (Théoréme d’Efron-Stein). Soit n > 1 et f une fonction de Xq,..., X, n
variables indépendantes, alors

n

Var (f) <Y E [Var® (f)]

i=1
ott Var® est la variance conditionnée par {X1, ..., X, } \ {Xi}.

Preuve. L’inégalité d’Efron-Stein, aussi connue sous le nom de tensorisation de la vari-
ance, (e.g. |3, Proposition 1.4.1]), est un résultat bien connu dont la preuve repose sur
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous renvoyons par ailleurs a [71, 81| pour une extension
a la ¢-entropie. O

Lemme 2.3.2 (Formule de Duhamel). Pour tout t > 0 et presque tout w € 2, on a :
t
0,P.f (v.0) = P.d, f (2,w) + / Prhy (2, y,w) ds
0

Preuve. Pour prouver la formule de Duhamel, il suffit de voir que

t
d
0P (5.) = PO, (0.0) + [ 4 (Pei0,Pof () ds
0
ce qui est le résultat voulu, puisque h, (z,y,w) = (0,£ — L0,) Psf et 0,P, = LP, =
P.L. ]

Lemme 2.3.3. Il existe une constante C' qui dépend seulement de d telle que pour tout
schéma de marche bien défini m et pour toutt >0 on a :

SR (Xe =y <Ct+1)"
yezZd

Preuve. La preuve de ce lemme est une conséquence de la réversibilité et du fait que la
mesure réversible est la mesure de comptage. En effet,

SR (Xe=y) =Y P (X =y) P (X, = 0) = Py (Xa = 0)
yezd yeZd

Ce qui, combiné aux estimées usuelles sur les marches aléatoires, donne le résultat voulu,
voir |25, Théoréme 2.1] et [85, Proposition 10.2]. O
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2.3.2 Preuve du théoréme 2.2.2

Comme expliqué dans l'introduction, nous prouvons le théoréme principal en appliquant
dans un premier temps le théoréme d’Efron-Stein puis la formule de Duhamel. Ces
opérations faites, nous obtenons deux termes que nous analyserons séparément a 'aide
de trois lemmes techniques prouvés dans la section suivante ainsi que des estimées sur
le noyau de la chaleur.

Soit f: Z% x Q — R une fonction locale invariante par translation telle que E [f] = 0.
Nous supposons par homogénéité et pour simplifier les calculs que E[f?] = 1. On
applique l'inégalité d’Efron-Stein (lemme 2.3.1) et la formule de Duhamel (lemme 2.3.2) :

yeZ? yeZ

<2E | (P, f)°| +2E Z(/OtPtshs(y,O,w)ds)2 . (2.3.1)

y€eZ4 yeZ4a

oil on rappelle que h, (z,y,w) := EW [Lf, (v,w)] — LEW [f, (z,w)], 7,y € Z%, w € Q,
s > 0 (définie dans le lemme 2.3.2). Puis nous commencons par analyser le premier
terme de la derniére inégalité. Tout d’abord, rappelons que si a(y —x) Nsupp (f) = 0
alors 0, f (z,w) = 0. Ainsi

E Y (RO, =E|> (Z Py (X, =x)0,f <x,w>)

yeZa Y x€Z4

< lsupp()1 DD B[P (Xy = 2)° 0, f (z,w)°] . (2.3.2)

Yy xTY~T
!

Par invariance par translation :

E [Py (X, =2)0,f (v,w)’] =E [Pg*“’ (X, = 2)20,f (x, hw)ﬂ
=E [P(;’J (Xt = _33)2 ay—xf (va)ﬂ :

Donc, en utilisant comme changement de variables 2’ = y — z et v = 2’ — y, on obtient
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que :

E | (PO,f)?] <lsupp(£) D) E[PY (X = —2)?0paf (0,w)]

y€eZ4 Yy TYy~T

<Jsupp(NI Y- D0 B[Py (X0 =2 = )° 0 f (0,0)°]

y a':x'~0

<lsupp(f)l Y DOE B (Xe=y) 0uf (0,0)°]

z’:x’70 y’

= |supp(f)IE | D Py (Xi=1)"x Y 0uf(0,w)’

x’:x’ ~0
Y f

Enfin, on utilise le lemme 2.3.3 pour traiter la somme sur les y’, puis le fait que
E[(0wf)?] = E[Vart®) (f)] < Var(f) = E[f?] = 1, pour conclure que pour une
constante C' qui dépend de d,

E|S (Po,f) < ol (2.3.3)

d/2
=t (t+1)Y

Ensuite, on se concentre sur le second terme de (2.3.1). On définit la fonction g (x, y, w, i) :=
E®) [Wyyte Difs (y,w)] — Wy,y+ei]E($) [Difs (y,w)], s >0, 2,y € Z', we Qeti=1,...,d.
Nous énoncons un lemme qui sera prouvé dans la section suivante.

Lemme 2.3.4. Pour tout t > 0, on a l'inégalité suivante :

E z:(/OtPt_shs(y,(),w)dff)2 =E Z(/Otid:DiPﬁ(thy)gs(y,ywyi)dS)Q

yeL? yeZd
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Ainsi, par I'inégalité intégrale de Minkowski et par invariance par translation, on a :
1/2

E|Y (/Ot P,_hy (y,0,w) ds>2

yeZ4

t Y2
< \/c_l/o (ZZE [(DiP (Xis = y))” g (y,y,w,i)2}> ds

t /2
= \/E/O (Z ZE [(ViPé“ (X5 = y))zgs (0, O,w,i)2]> ds
< V2d /O t (Z S UE[(V'RS (Xims = 9)) E© e Dif (0,0

B[ (TR (% =) 2O D 007) i

On poursuit 'étude de ce terme en énoncant un lemme permettant I’analyse des termes
en espérance ci-dessus.

Lemme 2.3.5. Pour tout s > 0 :
STE[(E® [woe, Difs (0,0))°] < —Elwo] E [I (0,) ]

i<d

Y E [(wOﬁE(O) D, f, (o,w)])Q] < —E[w2, ] 0E][f (0,w)]]

i<d

Donc, en utilisant deux fois (a + b)* < 2a®+ 202, la proposition 2.3.3 et le lemme 2.3.5
donne, pour une constante C' qui dépend seulement de d,

1/2

E|Y (/Ot Po_shy (y,0,w) ds)2 < C/Ot ((t— s+1)72 ZE [E© [woe, Difs (0,w)]]

yez
1/2
+(t—s+ 1) E [, E? [Dif, (0700)]2}) ds

t
<V2C / (t—s+1)" "B w2, ] (~0E[|f. (0,0) P])ds.  (2.3.4)
0
Insérant (2.3.3) et (2.3.4) dans (2.3.1), nous obtenons que :

((t+ )78+ /Ot (t—s+1)"*(-0E [ff})% ds)

Pour une constante C' dépendant seulement de d. Le résultat attendu est finalement

1
obtenu par le lemme ci-dessous avec a (t) :== E[f?]2 et a = 4, ol a(t) est bien décrois-

sante, puisque, en utilisant un résultat classique sur les processus de Markov réversibles
2a(t)a' (t) = OE[f7] = 2R [fiLfi] = = 32, Ewoe (Difi)?] < 0.

N
iy

E[/2)7 < C x |supp ()| E[w3,,]
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Lemme 2.3.6. Soit o > 1/2 et a: RY — RT une fonction C' décroissante. Soit b(t) =
—2a'(t)a(t), t > 0. Supposons que

a(t)<0<(t+1)‘“+/Ot(t—s+1)‘°‘b(s)ds> vVt >0

pour une constante C. Alors, il existe une constante C, qui dépend seulement de « telle
que a (t) < C, max(C, a(0)) (t+1)"".

2.3.3 Preuves des lemmes techniques

Dans la preuve du théoréme 2.2.1, on a utilisé les lemmes 2.3.4, 2.3.5 et 2.3.6.

Preuve du lemme 2.3.4. D’aprés la définition de D; (donnée dans I'introduction) on ob-
tient d’une part que

d
E(I) [‘Cfs (y>w)] = ZE(J:) [wy7y+€i (DZfs (yv W))] - E(I) [w%y_ei (DZfs (y’w»]
et
Dfs (g, Zwy s+ B [(Difs (9, w)] = wyy-e, B [(Difs (By—ew))]

d’autre part, wy 4., est a(z)-mesurable si et seulement si y # z, et wy,_., est a(x)-
mesurable si et seulement si y — e; # x. Donc,

Z?:l Js <I7'x7w7i> Si Y=
hs(x’y7w): _gS(I7x7w7i) Sly—ezzl"@:l”d

0 sinon.

Finalement, on obtient que :

Py (z,w) = > P(Xi=y)hs(z,y,0)
yezZd
d
= P(Xt:x)hs(x,x,w)—ZP(Xt:x+ei)hs(:p,x—|—ei,w)

=1

I
Mg

P(X;=2)—P(X;=x+¢€))gs (z,z,w,1)

=1

Ce qui est le résultat voulu. O
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Preuve du lemme 2.3.5. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que wy,,
est a (0)-mesurable, on a :

E [(E(O) (o, Difs (o,@])ﬂ <E [EO [wye, | E [wop, (Difs (0,w))]]
=E [woyei] E [wo,ei (szs (07 w))Q} :

En utilisant le fait que O,E [f?] = OE[£,(0,w)?] = — 30| E [woe, (Difs (0,w))] (da a

la réversibilité) et sommant sur ¢ = 1,...,d, on obtient que :
d 2
Y E [(E(O) [woe, Difs (0,w)]) ] < —F [woes] O:E [ £, (0,w)?]
i=1

ce qui nous conduit & la premiére inégalité puisque wg ., > 1. Pour la seconde inégalité,
par conditionnement on obtient :

E [((JJQQE(O) D, f, (O,w)])2] ) []E(O) [w3..] (E® [D,f, (o,w)])Q]
=E w2, ] E[Difs (0,w)?].

Puisque wpe, > 1, 0n a:

d
> E[Dif. (0,0
=1

ce qui nous ameéne au résultat et finit la preuve du lemme. O

IIM&

wOelD fs ) ) } = _asE [f3(07w)2:|

On rappelle que le lemme 2.3.6 est tiré de l'article [49] adapté & notre cadre, nous
permettant de donner une preuve plus courte et plus simple.

Preuve du lemme 2.3.6. Tout au long de la preuve, on emploie la notation u < v si il
existe une constante A dépendant seulement de « telle que u < Awv. Pour prouver le
lemme, on montre que la fonction A (t) := supyc,<; (s + 1)“ a (s) est bornée supérieure-
ment. Le point de départ de la preuve est 'inégalité suivante obtenue grace a I’hypothése
de décroissance sur a :

20 // s)dsdu
<=
t % u+1—s
// s)dsdu
u+1—3
// s)dsdu // s)dsdu
u+1—s /2 u+1—s

- I II+1II (2.3.5)
(:+ 1)
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ou T € [1,t/4] est un paramétre qui sera choisi ultérieurement. Dans 'optique de borner
1,11 et I11, on utilisera de maniére répétitive les bornes suivantes, qui tiennent lorsque
Ty < T, et dont la preuve est donnée juste en-dessous.

/%M@@S{ el (23.6)
A(Ty) T it 77 > 0.

Ty

Pour prouver la premiére inégalité, on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz. C’est-a-

dire :
1 Ty 2 T22 T2d2 )
b(s)ds é/bsds:—/ —a“(s)ds < a(1}).
R—ﬂCA (5)5) ") [ s <a(m)

Pour prouver la seconde inégalité, on applique I'inégalité précédente. Soit N = log, (T2/11),
alors on a :

T1 n Tl

O

T N—-1 on+imy N—-1
/ / b Z \/ 2”T16L 2nT1)
2 n=0

= 3
|

(2"T1)7 % A (2°T})

[e=]

n=

a

(13) T%

>

Maintenant, puisque 7' < t/4 et grace a (2.3.6), on a :

o // s)dsdu
u—l—l—s

< / / dsdu fo b(s)ds
(§+ 1)
<
~ (t + 1)
En réutilisant (2.3.6), on a :
. = 2/ / ﬂ
t (u+1—3s)
1 o
[ b(s) 2 [i A(%)T2"du
< / u< —* -
L (;+1)
T%*
~ (t + 1)«
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Dans le but de borné le troisiéme terme, plus complexe, on utilise d’abord le théoréme de
Fubini, en notant que 1;/2cu<ilujocscu < Lijacs<ilscuse, €6 que o > 1/2 pour obtenir :

// ut1—8)"“duxb(s // “dt'b (s) ds

< t/ (t'+1)"%at x[tb(s)ds
< (E+1)72OA(®) 4

111

N

Ainsi, insérant dans (2.3.5) les bornes I, I et 111 obtenues, on obtient que :

(14 1)%a(t) < AVT max(C,a(0)) + AA(t) ( T 4 %)

pour une constante A qui ne dépend que de «. Enfin, puisque o > 1/2, il existe
ty > 4 et T > 1 tel que pour tout ¢ > t,, ®(t)/vVE < 1/(4A) et Tz~ < 1/(44), de
sorte que, prenant le supremum et utilisant la monotonie de A, on obtient que A(t) <
AVT max(C,a(0)) + sA(t) pour tout t > ¢, ce qui compléte la preuve du lemme. ]

2.4 Remarques additionnelles

Dans cette section, nous donnons différents résultats issus de nos travaux. Tout d’abord,
nous énoncons un résultat sur les dérivées n-iéme des fonctions complétement monotones
(voir la définition ci-dessous), puis, dans la section suivante, son application dans notre
contexte. Dans la derniére section, nous parlons de la vitesse de décroissance des fonc-
tions a support fini ou non, de la construction de fonctions locales dont la décroissance
est plus rapide que t~%2, ainsi que de ’hypothése de support fini pour les classes de
fonctions considérées.

2.4.1 Fonctions complétement monotones

Dans cette section, nous étudions la quantité P)" (X; = y), pour un schéma de marche
m, en utilisant les notions de fonctions complétement monotones. Pour rappel, une
fonction f: (0,00) — R est dite complétement monotone si elle est C*° et que sa n-iéme
dérivée f™ a pour propriété (—1)"f™(x) > 0 et ce, pour tout x > 0 et pour tout
n=0,1,2,... (voir par exemple [40, 84]). On définit deux notations supplémentaires :

Q) (x) = inf{tr+ £ (1)}

ol )
w(f)e) = sip it
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Proposition 2.4.1. Soit f : R, — R et g : Ry, — R deux fonctions complétement
monotones telles que pour tout t >0, 0 < f(t) < g(t) et limy o g (t) = 0, alors pour
tout t >0 :

< en(QUog(0) ()% [ w(ex@ or(9) () x e vy

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que f(0) = 1. En utilisant le
théoréme de Bernstein, voir [8], il existe une variable aléatoire X positive telle que pour
tout t > 0 :

f(t)=E[e"]
ou [E désigne ’espérance prise selon la loi de X. En utilisant I'inégalité de Markov, pour
tout A > 0, on a pour tout x > 0 :

P(X<z) < E 6—>\X} e (2.4.1)
< exp (Az +1log (g (N)))

En prenant 'infimum sur A, on a :

P(X <z) < exp(Q (logyg) (z)) (2.4.2)

Puis, on prend la dérivée de f et en utilisant le théoréme de Fubini et le fait que X soit
positive, on a :

——f@{t) = E [Xe_tx}
= / te "R [1{X<:c}X} dx
0
< / te 2P (X < x)dx (2.4.3)
0

En utilisant (2.4.2) et le changement de variable y = tx :

(2.4.3) < /000 tre ™ exp (Q (log g) (v)) dx

< %/OOO ye "’ exp (Q (log g) (%)) dy
< Jen(@Uoge) (0)x [ wlewQos(s)) (1) x e vy

Ou dans la derniére inégalité, on a utilisé le fait que F' (a x b) < w (F) (a) x F (b). O
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Corollaire 2.4.2. Soit f : R, — R une fonction complétement monotone telle que
limy_,o f (t) = 0 alors pour toute constante C' > 1 :

1 C t
T ><f<5>
Si, de plus, il existe un v > 0, tel que pour tout t > 0, f(t) < Ct™7, alors pour tout
t>0:

_4 (t)<C’><(E>W><F( +2) x ¢!
(1) < - v

Preuve. La premiére partie du corollaire est laissée au lecteur puisqu’il suffit de reprendre
la démonstration de la proposition 2.4.1, en notant que :

(24.1) : P(X<a)<E[e™]eM=f(N\)ev

Pour la seconde partie du corollaire, on applique la proposition 2.4.1, avec g (t) = Ct™7,
pour obtenir :

Q(logg) (x) = logC+~v—~logy+~vylogx (2.4.4)
exp (Q(logg) (z)) = Ca¥exp(y—7ylog(y))
w(exp (Q (logg) (z))) = 27

le minimum de (2.4.4) a été pris en ¢t = /. Ainsi :

d o
G0 < Comp (= ylog () x 77 x [ ypeay
0
Ce qui conclut le corollaire. O

Corollaire 2.4.3. Il existe une constante C telle que pour tout schéma de marche bien
défini m et pour tout t >0, on a :

m m C
> (R (Xe=y) - BN (Xi=y+2)°< —
yezd |z|=1 (t+1)°

Preuve. Pour p > 1, on définit [|f[|5 := > _ f(x)" et, étant donné un opérateur P
agissant sur des fonctions, on définit la norme d’opérateur ||P||,—, = sup ||Pf|l,, ou
le supremum est pris sur toutes les fonctions f telles que || f]|, = 1. Comme dans le
lemme 2.3.3, il est connu qu’il existe une constante C' qui ne dépend pas du schéma
de marche m tel que ||P™|lio. < C/t¥4. Cela implique pour tout y € Z% et t > 0,
> . B (X = z)> < 1. Ainsi la quantité que nous souhaitons borner est finie. Puis,
on note que t — ||P/™f||3 est une fonction complétement monotone. Ainsi, utilisant la
proposition 2.4.2, il existe une constante C’ qui dépend seulement de d et de C telle que
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pour toute fonction f € ¢* (Z), 4| Pmf|3 < C’/t2tL. De plus, par définition de L™ et
P, on a

z,|z|=1
Finalement, en choisissant la fonction f donnée par f (x) = 1.—g (v) (la fonction égale
a 1 a Dorigine et 0 ailleurs), on a bien que f € ' (Z9) et P f(z) = > yeza DXy =
y)f(y) = P"(X; = x) ce qui, insérée dans (2.4.5), donne le résultat voulu. O

2.4.2 Gloria, Neukamm et Otto pour un schéma de marche fixé

En utilisant 'approche des fonctions complétement monotones ci-dessus, on peut prouver
une décroissance de la variance de I’environnement vu par la particule, lorsque la fonction
f est la divergence d’une autre fonction, mais seulement dans le cas ot le schéma de
marche m est fixé. Ce résultat est dans l'esprit de [49], mais plus faible.

Proposition 2.4.4. Il existe une constante C' > 0 telle que pour presque tout schéma de
marche m bien défini, pour tout t > 0 et pour toute fonction f = D;g, ot —d <1 < d,
g est locale, invariante par translation et E[g?] < oo, on a

Elg’]

E [(P"f(0,w))?] < C|supp (g)] T

Preuve. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et E[g (z,w) g (y,w)] = 0 dés que
supp (g(x,w)) N supp (9(y,w)) =0, on a:

E[(P"f(0,w)"] =E (Z (P (X = 2) = " (Xs =2 + i) g (W))

< Jsupp (9)° ) (P (Xy =) = P (X, = 2+ ¢,))’E [¢°]

x€Z4

ce qui, combiné au corollaire 2.4.3 donne le résultat attendu. O]

2.4.3 A propos de la décroissance polynomiale

Dans Uintroduction, on écrit que ¢~%2 est la décroissance optimale pour les fonctions

locales de L?. En effet, dans |32], il est établi que sous la loi “annealed”, le marcheur X;
converge vers un mouvement brownien suggérant un comportement diffusif et donc une
décroissance de lordre t~%2. Nous ajoutons a ce sujet qu’il est possible de construire
des fonctions locales qui décroissent plus rapidement que t~%2. En effet, parce que E[f2]
est une fonction complétement monotone, la décroissance accélérée est une conséquence
du corollaire 2.4.2. Par exemple, considérons la fonction g € L? tel que f = Lg, alors

E[f2] = E[(Lg,)?] = ,0E[g?] < Cyt 4?72
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Réitérant ce procédé, en considérant f = L"g, nous obtenons que E[fZ] < C,t=%/22",

A propos de Phypothése de support fini pour la classe de fonction considérée, on peut
montrer qu’une fonction non locale de norme L? finie peut décroitre aussi rapidement ou
aussi lentement que nous le voulons, comme suggéré dans [85]. Rappelons tout d’abord
que d’aprés [101], pour une fonction f, nous avons une mesure spectrale de projection
telle que :

Var (P.f) = /0+°° e Mdes (N)

De telle sorte que si nous prenons comme mesure spectrale une mesure de Dirac ef = 0y,
alors, Var (f) = 1 et Var (P,f) = e *"*. Ainsi, on peut construire une fonction qui
décroit exponentiellement vite. De plus, si on choisit une mesure spectrale qui vérifie
Jo At (M) ~ €'/2 pour tout 0 < & < 1, alors, d’aprés [85, Théoréme 2.4, on obtient
qu'il existe une constante C' telle que Var (P, f) < Ct=3/2.
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Dans ce travail effectué en collaboration avec Cyril Roberto, nous nous intéressons au
trou spectral de la dynamique KA1f présentée dans l'introduction et formalisée dans
la suite. Nous commencons par introduire 'origine physique du probléme et I'état de
I’art associé. Nous poursuivons en présentant les notations et les résultats obtenus en
prouvant dans la troisiéme section le résultat principal concernant le trou spectral et dans
la quatriéme section nous donnons un résultat partiel sur le comportement diffusif de la
dynamique sous la condition de 'existence d’'une densité de particules dans le systéme.
Enfin, dans la derniére section, nous énoncons des propositions supplémentaires issues
de nos recherches.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a un modéle de Kob et Andersen (noté KA1f)
introduit dans les années 90 pour modéliser les transitions vitreuses. Il existe en effet
une école physique pour laquelle la transition liquide/verre ne serait qu’un phénomeéne
dynamique. Pour cette raison, Kob et Andersen [68| ont introduit un modéle de partic-
ules en interaction soumis a une dynamique conservative de type Kawasaki. Comme déja
explicité dans I'introduction générale, les configurations sont données par ’assignation
de la valeur 0 ou 1 sur chaque site de Z et les particules se déplacent par des échanges
avec les plus proches voisins, comme dans le cas du modéle bien connu de ’exclusion
simple mais avec une contrainte locale supplémentaire qui est censée mimer le com-
portement physique de la transition liquide/verre. Plus précisément, un échange n’est
autorisé que s’il existe, autour du couple qui procéde a I’échange, au moins un site vide.
Cette contrainte locale est censée refléter le fait que le déplacement d’une particule dans
un liquide dense est empéché par la présence d’un trop grand nombre de particules au-
tour de celle-ci. Nous renvoyons a l'article de synthése |91| pour plus de détails sur le
phénoméne de transition vitreuse et sur la littérature physique sur les différents modéles,
appelés modéles avec contraintes cinétiques, qui ont été introduits par les physiciens.

Dans la suite de ce chapitre, nous avons préféré suivre la convention inverse de celle
des physiciens, a savoir que les sites pleins favorisent les échanges.

L’étude mathématique des modéles avec contraintes cinétiques est assez récente avec
comme premier article celui d’Aldous et Diaconis [1] (en 2002) qui étudie le trou spectral
d’un modéle spécifique, unidimensionnel, dit modéle Est (Fast model en anglais). Dans
ce modele la dynamique n’est pas conservative, elle est de type Glauber. Par la suite
leur résultat a été étendu par Cancrini et al. [22] avec d’autres techniques, suffisamment
robustes pour couvrir I’ensemble des modéles non conservatifs introduits par les physi-
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ciens. Il est difficile de donner une liste exhaustive des articles mathématiques parus sur
le sujet. Nous renvoyons a l'article de synthése [39] pour le modéle Est et une liste plus
compléte de la littérature, a [17] pour I'étude des grandes déviations et & [80] pour l'un
des articles les plus récents sur le sujet.

L’étude des gaz avec contraintes cinétiques (i.e. avec dynamique de type Kawasaki)
est beaucoup plus difficile et la littérature moins fournie. Notons notamment 'article
[23] qui traite du trou spectral et de la décroissance du modéle de Kob et Andersen en
dimension supérieure a 2, et [13] pour une étude du caractére diffusif d’une particule
marquée, toujours en dimension 2 ou plus. En outre, signalons que [10] traite, entre
autres choses, du modéle KA1f en dimension 1 mais en ajoutant des “sources” au bord
de la boite pour rendre le systéme ergodique par rapport a la mesure de Bernoulli produit
(sur la boite), tout comme dans [23].

Dans ce chapitre nous cherchons a estimer le trou spectral du modéle KA1f dans
un segment {1,2..., L}, mais, contrairement a [10, 23], nous n’introduisons pas de
“sources” au bord de la boite (i.e. du segment) rendant I’étude beaucoup plus complexe.
En particulier la mesure d’équilibre dans la boite n’est plus produit, mais la mesure
uniforme sur une certaine composante connexe qui sera décrite plus loin. Par ailleurs,
le trou spectral doit dépendre des deux parameétres du systéme, d’une part la taille du
segment (L), et d’autre part la densité d’équilibre p (la densité de 1). Dans ce contexte,
Nagahata [87] prouve que le trou spectral du modéle KA1f, Ay 1, oo N = pL, vérifie

pt 1
ANL >meax{ﬁ;ﬁ} (3.1.1)
avec une constante C' explicite et universelle (i.e. indépendante de N et L). Ce résultat
est optimal dans le régime p constant. Plus précisément, dans [87, Théoréme 2.2| Naga-
hata montre que le trou spectral est minoré par p*/L?. Cependant, en lisant sa preuve, il
montre plutdt (3.1.1), qui est une meilleure borne lorsque p < 1/4/L. Grace A ce résultat
nous prouvons dans ce chapitre, en nous appuyant sur une technique générale dévelop-
pée dans [21], que le semi-groupe associé a la dynamique du modéle, sur Z, décroit au
sens de la variance en 1/t'/27¢. Par ailleurs, nous donnons l'estimée suivante sur le trou
spectral, valable pour tout N > 3 :

C+% = AN 2 C%

Avec C_ et C deux constantes universelles (indépendantes de p et L). Pour illustrer la
difficulté rencontrée par notre étude, on peut remarquer les éléments suivants. Dans le
cas o N =2 ou N = L — 1 on montre que le trou spectral est de I'ordre de 1/L? alors
que pour N = 3, le résultat ci-dessus est optimal et fournit un trou spectral de 'ordre
de 1/L3. Ces trois cas seront traités séparément, en guise de préliminaire. Par ailleurs,
le résultat de Nagahata ci-dessus montre que le trou spectral est de nouveau de 'ordre
de 1/L? dés que p est constant. Ainsi le trou spectral varie fortement en fonction des
valeurs de p, contrairement au cas de ’exclusion simple, rendant son étude délicate.

La preuve du résultat ci-dessus utilise essentiellement une méthode de comparaison
avec une dynamique a champs moyen et la technique dite des chemins.
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En toute fin de chapitre nous recensons quelques résultats que nous avons obtenu
au cours de cette étude et qui pourraient étre utile, & ’avenir, pour 'obtention d’une
estimée plus précise du trou spectral.

3.2 Notations et résultats

Dans cette section nous introduisons les différents objets que nous allons étudier, I’espace
des configurations, la dynamique, et les résultats.

On note G = (A, Ep) le graphe défini par Ay := [1; L] NN le segment de taille
L, et £, 'ensemble des arétes non orientées données par le modéle aux plus proches
voisins, i.e. pour tout ¢ € A;_4, {i,i+ 1} € Er. On appelle configuration, un élément
n = i)i<icr, € Q= {0, 1}*. On dit qu'un site i est vide si 7; = 0 et qu’un site ¢ est
occupé par une particule si 7; = 1; on note 7; = 1 — ;. On désigne par N.: €, — N la
fonction qui & une configuration 1 associe son nombre de particules N () = ). n; dans
AL.

La dynamique est décrite de la maniére suivante: chaque aréte attend un temps
exponentiel de paramétre 1 et lorsque l'aréte {i,i + 1} sonne, la dynamique échange
les valeurs de la configuration (d’une configuration 7) en ¢ avec celle en i + 1 (donnant
une configuration notée ™! voir (3.2.1) ci-dessous), tout en laissant les autres sites
inchangés, et ce, uniquement s’il existe une particule en ¢ — 1 ou 7 4+ 2, autrement dit,
I'échange se fait si la contrainte ¢; ;41 (n) := 1 — ;_1 X T2 est satisfaite, c’est-a-dire
¢ii+1(n) = 1 (par convention 7; = 0 si ¢ ¢ Ap). Puis, le processus recommence. Le
générateur en temps continu de ce processus est donné, pour toute fonction f: Qp — R,
par :

i)=Y e O (F () ~f ) wen

ur sij#i,1+1
oun =8 sij=i (3.2.1)

;i sij=1+1
Comme la dynamique échange les valeurs de la configuration entre les sites ¢ et ¢ +
1, il est évident que le nombre de particules dans Ay est conservé tout au long du
temps. Pour cette raison on introduit Qx = {n € QL : N (n) = N} I'ensemble des
configurations a N particules sur le segment A;. Par ailleurs, on remarque que pour
certaines configurations, les contraintes ¢; ;1 (-) ne sont jamais satisfaites, voir figure
3.2.1 (par convention, pour toute la suite et pour toutes les figues, les o représentent des
sites vides et les e représentent des sites pleins).

On appelle ces configurations les configurations bloquées et on note Q} leur ensemble.
Pour décrire le complémentaire de QL noté Q9 := Q;\QL, on définit maintenant la
notion de train. Etant donné une configuration, on appelle un train, un ensemble de
deux particules & distance inférieure ou égale & 2; ainsi, une configuration 7 est au moins
constituée d’un train si Y, n; (741 + Miy2) > 0 (avec la méme convention que ci-dessus).
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Figure 3.2.1: Exemple de configuration ou les contraintes ne sont jamais satisfaites sur
le segment Ag.

On appelle 'ensemble des configurations non bloquées & N particules, I’ensemble QS)V,L =
Qv N ={neQp:Ny(n) =N;>, 10 (Nis1 + niy2) > 0}. On montrera plus loin que
partant de n’importe quelle configuration n € Q?V, 1, le processus peut atteindre n’importe
quelle autre configuration o € Q?V, L QS)V, ; constitue donc une composante ergodique.
La mesure uniforme py ; sur I'ensemble des configurations non bloquées est la mesure
réversible du processus. Enfin, on note Ay 1, le trou spectral de la dynamique défini par

L) A TEE e 0 67 — f ()
chril pnvr[f? chrill 2 Var [f2]

ou f L 1 signifie que la fonction f est non constante de moyenne nulle et I'espérance
est prise contre la mesure py . Dans les cas ot il n’y a pas d’ambigiiité, on omettra les
indices IV, L. Dans ce chapitre, nous prouvons le théoréme suivant :

ANL = (3.2.2)

Théoréme 3.2.1. Il existe deux constantes C_ et Cy (explicites) telles que pour tout
L > N > 3, on a l'inégalité sutvante :

c C\N
s < Anz < IE

Notons que ce résultat améliore la borne de Y. Nagahata lorsque N < v/L. De plus, la
borne supérieure est déja montrée dans [87] lorsque le nombre de particules est plus grand
que AvV/L pour un A grand quantifiable et est conjecturée dans [52] lorsque N < AVL.

Enfin, en utilisant le résultat de Y. Nagahata (3.1.1), on montre un résultat de com-
portement sous-diffusif en volume infini. En étendant la définition du générateur sur Z
(par des techniques classiques, voir [76]), on peut définir le semi-groupe (F),., associé

a la dynamique en volume infini. Rappelons que f: {0; 1}Z — R est locale si sa valeur
ne dépend que d’'un nombre fini de sites.

Théoréme 3.2.2. Pour toute fonction f locale, pour tout € > 0 et pour toute densité
p € [0;1], il existe une constante C := C (f,¢e,p) telle que pour tout t >0 :

Var (P.f) < 10

ta—¢

ot la variance est prise contre la mesure produit de Bernoulli de parametre p.
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3.3 Trou spectral

3.3.1 Préliminaires
3.3.1.1 Rappels combinatoires

Dans cette section, on donne le cardinal des ensembles Q9V7 ; et Qy . On utilise pour
cela le résultat classique sur le cardinal de Qy 1, & savoir que son cardinal est égal au
nombre de choix des emplacements des N particules parmi L sites, |Qn 1| = (]{7)

De la méme maniére, le cardinal de Q}V ;. est donné par le nombre de choix pour placer
N particules de taille 3 parmi L + 2 emplacements' : puisqu’une configuration de Q} ,
n’a pas de train, c’est-a-dire que > 1n; (nix1 + 1i12) = 0, on construit les configurations
bloquées en plagant une particule sur un site ¢ et des vides sur les sites 1+ 1 et i + 2, voir
figure 3.3.1; on place des éléments de longueur 3 et puisqu’on peut placer des particules
sur les positions L — 1 et L, on doit étendre le segment de 2 espaces :

L+2—-2N
Q.| = < N ) (3.3.1)

Le cardinal de QY ; se déduit des deux précédents. En effet, puisque Qf ; N Qp ;=0

Figure 3.3.1: Exemple de configuration bloquée

et Q% UQy ;= Qn,r, on obtient que :

|| = (]LV) - (L - 2]\][\[ ! 2) (3.3.2)

3.3.1.2 Rappels théoriques : trou spectral, méthode des chemins

Dans cette section nous rappelons plusieurs résultats théoriques sur le trou spectral et la
méthode dite des chemins, en nous placant sur un graphe abstrait G = (V, E') dont les
arétes ne sont pas orientées. Nous commencons par rappeler que la définition du trou
spectral, étant donnée une forme de Dirichlet, est défini par :

e 1)

A =inf ——~

Var (f)
Ou linfimum est pris sur 'ensemble des fonctions non constantes. Dans le cadre des
processus de Markov a temps discret, aussi appelés chaines de Markov, on étudie la
matrice de transition P et ses valeurs propres. La forme de Dirichlet est donnée dans ce

!Terminologie classique en combinatoire, voir par exemple [41]
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cas la par € (f; f) = (f; (L — P) f) (ou (-,-) est le produit scalaire pris contre la mesure
invariante). Dans ce cas, il est connu que, pour un graphe connecté, les valeurs propres
sont comprises dans U'intervalle [—1; 1] et la valeur propre 1 est simple dans le cas ou le
graphe est connecté.

Dans le cadre a temps continu, le processus de Markov est défini par un générateur
infinitésimal £ et sa forme de Dirichlet est donnée par € (f; f) = (f;Lf). Dans ce
cas, lorsque le graphe est connecté, les valeurs propres sont positives ou nulles, et le
trou spectral correspond a la seconde valeur propre la plus petite, 0 étant valeur propre
associée aux fonctions constantes.

Il est ainsi possible de lier le trou spectral d’une dynamique en temps discret avec le
trou spectral d’un dynamique en temps continu en comparant les formes de Dirichlet et
les variances.

Le premier résultat théorique de cette section est dit & M.F. Chen : il donne une borne
inférieure sur le trou spectral a ’aide d'un couplage dans le cadre des chaines de Markov.

Théoréme 3.3.1. /28] Soit X = (X,,) et Y = (Y,,) deux chaines de Markov de matrice
de transition P. S’il existe une constante 0 < 1, une distance p et un couplage (X1,Y7)
de P (z,-) et P(y,-) et ce, pour tout x,y € V tels que :

Eoy [p (X1, Y1)] < 0p (2, y)
alors pour toute valeur propre X # 1 de P, on a :
Al <0
En particulier, le trou spectral \* vérifie :
A'>1-4
On donne la preuve de ce résultat car celle-ci est élémentaire.

Preuve. Pour toute fonction f: V — R non constante, on a :
[Pf(x) = Pfy)l =By [f (X1) = f (V)] < By [|f (X1) — f (V)]

Soit Ly la constante de Lipschitz définie en fonction de la métrique p, i.e.Ly = sup, , (@

par hypothése, on obtient que :

|Pf(x) = Pf(y) < LiE.y,[p(X1,Y1)] < Lgbp(x,y)
<

En considérant que f est une fonction propre de P dont la valeur propre associée est
A # 1, on obtient que :
Al Lg = Lay = Lpy < 0Ly

Ce qui prouve le résultat. En utilisant la définition du trou spectral, on obtient la
derniére partie du théoréme. O
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Nous rappelons maintenant un résultat de comparaison des trous spectraux entre deux
dynamiques.

Théoréme 3.3.2. Etant donné deus processus de Markov de mesures réversibles et @
dont les formes de Dirichlet sont & (+,) et £ (-,-), s’il existe une constante A telle que
E < AE, alors on a la relation suivante :

A= mf% > (mjx%A> T mf% - (mij(m)A> i

7 ()
La preuve de ce résultat est donné par souci de complétude et se trouve par exemple
dans [38, 94].

Preuve. En utilisant la définition variationnelle de la variance :

Var, (f) = ingw [(f - 0)2}

< E.[(f —Ex )]
< m?x:g;E,, (f —Ex [f])}—mgxxggg\’arﬁ[f]
E(f, 1) 7 (x) (f. f) 7 @)\ E(f. )
Var, (f) ° (m <x>> Vam<f>>(‘4m?xfr<x>> Var, (f)
7 (z)

-1
=\ > (Amax )
z 7 (x)

Ce qui est le résultat voulu. O

De maniére standard, on peut construire une constante A telle que I'inégalité £ < AE
soit vérifiee. Pour cela, nous définissons la notion de chemin. On appelle un chemin (dans
un graphe G = (V, E)) entre deux sommets z et y de V, une suite d’arétes orientées
(€q,--.,e,) telle que e; = (x4, z,41) avec {x;, 241} € E et 9 = z, x,.1 = y. La longueur
d’un chemin T, , = (e, ..., e,) est noté |I'| et vaut par définition n + 1.

Soient deux matrices de transitions P et P, réversibles par rapport aux mesures de
probabilités m et 7. On définit 'ensemble des arétes de la premiére dynamique par

E = {{z.y}se,y €V, P(a.y) #0} et E = {{z,y} ;2,5 €V, P(2,) £ 0} celle de Ia

seconde dynamique. On note e = (F fy> un ensemble arbitraire de chemins dont
z,yeV

les arétes sont dans £. En suivant |74|, on définit le ratio de congestion par :

B(n0) | g >
zyEQ
eEFE

oll pour toute aréte e = (z,y), on a posé Q (e) = Q (z,y) = 7 (z) P (7,y) (de méme
pour ). De plus, pour une aréte orientée e = (x,y), on introduit la notation V.f =
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f(x) — f (y). On remarque ainsi qu’en prenant un chemin I'; , partant de x arrivant en
y,ona:f(z) = f(y) =D .er,, Vef- On montre la proposition suivante :

Proposition 3.3.3. Soient deuz chaines de Markov et leurs formes de Dirichlet & et €
associées, alors ['inégalité suwivante est vérifice £ < B (P, ]5> E, ou B (P, ﬁ’) est le ratio
de congestion.

Remarque 3.3.4. Seul le cas temps discret est ici abordé, puisque le cas en temps continu

se traite de la méme facon. Dans le cas ou I'un des processus est a temps continu, la
matrice de transitions est une matrice de taux de saut ot P (x,y) > 0 pour tout z # y.

Preuve. Pour prouver la proposition, on part de la définition de la forme de Dirichlet,
ensuite on fait apparaitre les chemins, puis on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz. En
écrivant les formes de Dirichlet

EL.) = >, (F@)—=Ff)P(zy) ()

z,y:(z,y)EE
ELN = > (F@—Sw) Py
.y (zy)€E
et en choisissant des chemins I'F = (Fﬂ) , on obtient :
) xyeV

ELS) = Y (f@)—F) Py ()

z,y:(z,y)€EE

= Y (f@)—f®)Q(x,y)

z,yeV
2

= Z Z Vef Q (.I',y)

zyeV eEny

< DY (V)

z,yeV eEng

re1Q(z,y)

Ensuite, on fait commuter les sommes, en notant que » Zeerfy =D ech Dnyev leeF£y7

puis on fait apparaitre la forme de Dirichlet £ en multipliant et divisant par Q.

EU < Y (V) Y M8 Q)
<t erE,
< SO0 () — r21Q (x,
z; f>@<xy>Q(x,y)g€;V 4| @ @)
eEFﬁy
< Y (Vs Qay) B(P.P) = E(£.5)B(P.P)
ecE
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Ce qui est le résultat voulu. O

En choisissant 7@ = 7 et P (z,y) = 7 (y), pour tout x,y € V, on obtient immédiatement
le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.5. [63] Pour une chaine de Markov P et un choiz de chemins I, en
définissant

1
B = max

eckE Q (6)

alors, le trou spectral A > B~!.

Y. @) (y) Loyl

z,y:e€lz y

3.3.1.3 Un premiére application des chemins dans KA1f

Dans cette section, nous utilisons les chemins pour montrer que ’ensemble Q?V’L est un
ensemble connexe, puis que le trou spectral de la dynamique est strictement positif.

On dit que deux configurations 7 et o sont voisines, noté n ~ o, s’il existe un indice
i tel que o0 = n"**! et ¢ 41 () = 1. On montre que pour tout 7,0 € QF ;, il existe
un chemin de configurations I' = {(n;,mi41) ;7m0 = 10,00 = 0, Vin; ~nmip1} ot n + 1 est
la longueur du chemin. Pour montrer que toute configuration o € Q[J)V, ; est atteignable
a partir d’'une configuration n € Q[J)V, . il suffit de montrer que la configuration n peut
atteindre n***' € QY ; pour 1 <i < L — 1. Ainsi, on peut déplacer les particules une a
une de ) pour faire correspondre leurs positions avec celles de o.

On commence par noter que pour tout ¢ € Ap_;, pour toute configuration 7 si
Ciiv1(n) = Lalors ¢; ;11 (n*™) = 1. Ainsi, lorsque 'on procéde & un échange des valeurs
de deux sites qui satisfont la contrainte cinétique, alors la configuration obtenue aprés
I’échange est encore dans la composante Q?VJJ et on peut effectuer I’échange inverse. A
partir de cette remarque, on va voir que I'on peut déplacer un train sur la droite (ou sur
la gauche) : pour une configuration 7 telle que 17; = 7;11 = 1 et ;.2 = 0 (le train est en
position (7,7 + 1)), alors on peut effectuer un échange entre ¢ + 1 et i 4 2, puis effectuer
'échange entre le site i et le site ¢ + 1 (le train est en position (i + 1,7+ 2)), voir la
figure 3.3.2. En procédant dans l'ordre inverse, on déplace un train vers la gauche (ce
qui revient a lire la figure de bas en haut). De méme, on peut effectuer ces déplacements
pour des trains de la forme e o e.

De cette premiére remarque, on obtient que le déplacement d’un train peut se faire le
long d’une séquence de site vide. Il est aussi possible de faire passer un train “par-dessus”
une particule, en déplacant le train vers la particule seule, puis en déplacant les deux
trains obtenus sur la droite progressivement. En effet, d’une configuration n telle que
M = Nix1 = Niz2 = 1 —ni3 = 1—m;14 = 1, nous pouvons passer a la configuration 1’ telle
que 1 —n) = 1—=n;41 = Nito = Nit3 = Niza = 1. On effectue pour cela les échanges sur les
arétes suivantes : (1 +2,i+3), (i + 1,1+ 2),(4,i + 1), (¢ +3,i+4), (i + 2,7+ 3), puis
(1 + 1,74 2) (voir figure 3.3.3). Ainsi, on peut déplacer un train le long d’une séquence
de sites vides et de sites pleins.

De ce constat, la dynamique peut partir d’une configuration n € Q(J)Vy ; bour arriver a
la configuration n%*! € Q?V,L pour tout 7 € Ap_1. On déplace le train le plus proche du
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Figure 3.3.2: Déplacement d’un train

% i+1 142 143 i+4 % i+1 i4+2 4+3 i+4
—_ —_—
@ L L © © G @ @ S} L ]
- —

@ L © @ © G @ S} L L ]

—_

@ © L @ O G S} L L ®
—_

G @ @ L 4 ©

Figure 3.3.3: Saut de train

site ¢ vers le site 7, puis une fois que le train est & proximité de la particule & déplacer,
(soit en (i + 2,7+ 3) soit en (i — 2,7 — 1)), alors la contrainte ¢; ;41 de la derniére config-
uration obtenue est satisfaite nous permettant de pratiquer I’échange. Enfin, on déplace
a nouveau le train vers sa position d’origine pour obtenir la configuration n***1.

Comme application de 'existence de ces chemins et du fait que Q(J)V, ; Soit une com-
posante connexe, nous allons montrer que le trou spectral Ay de la dynamique KA1f
est strictement positif, autrement dit que I’ensemble des fonctions f: Q(I)V,L — R telles
que pun, (fLf) =0 est 'ensemble des fonctions constantes.

Soit f une fonction telle que :

une (fLf) = ZMN,L [Ci,i—i-l (n) (f (TIi’Hl) —f (77))2} =0

Cette égalité implique que pour tout n € Q?V,L et pour tout 4, si ¢;;41(n) = 1 alors
f ") = f(n). Puisque pour tout n,0 € QF ;, il existe un chemin I, , de con-
figurations voisines d’origine n et d’arrivée o, alors, le long de ce chemin on I'égalité

f i) = f (1) (ot (mi;mig1) € T), ce qui implique que pour tout n, o, f(n) = f (o).
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Le trou spectral est donc strictement positif.

3.3.2 Trou spectral a 2, 3 et L — 1 particules

Dans cette section, nous illustrons la dépendance du trou spectral en fonction de la
densité de particules en étudiant les cas particuliers des trous spectraux Mg, Asr et

AL-1,L-

3.3.2.1 Le cas a 2 particules

Dans le cas ou le nombre de particule est de N = 2, la dynamique KA1f se comporte
comme une marche aléatoire sur un segment de longueur 2L — 3 pour laquelle le trou
spectral est connu. Cette comparaison nous permet d’établir le résultat suivant :

Proposition 3.3.6. Il existe deux constantes C_et Cy telles que pour tout L > 3,
C_L7? < )\27[1 < C_‘_Li?

Preuve. Une configuration n € Q(Z)’L a pour contrainte qu’il existe un unique couple (3, j)
tel que m;m; = 1, avec j € {i+ 1;i+ 2}, et pour tout k & {i,5}, mx = 0. De plus, on
note que pour tout 7, le nombre de voisins de 7 vérifie |{o : 0 ~ n}| < 2. Le graphe
sous-jacent a cette dynamique est donc un segment de taille |ngL\ = 2L — 3. Ainsi, il
est naturel de faire le paralléle entre une configuration 7 qui suit la dynamique KA1f et
une marche aléatoire sur le segment Goy_3 (notation définie au début de la section 3.2).

On considére la fonction ¢ : Qf ) — Agp_3 qui & o associe ¢ (o) = Y io; — 2.
Clairement, 1) est bijective et son inverse est la fonction ¢! : x +— ™1 (z) = o telle que
si ¢ = 2p est pair, alors 0,1 =l et opp1 =letsiz=2p+1alorso,=1et o,y = 1.
En conséquence, en notant x = ! (o),

LE@) =) (Fm)=Ff@) =D (fov " (y)=fov " (2) =L(for ™) (x)

ou L est le générateur de la marche aléatoire sur le graphe Gy _3. Le trou spectral de
la marche aléatoire est connu pour étre de I'ordre de 1/L? et donc il en est de méme
pour KAI1f. n

3.3.2.2 Le cas a 3 particules

Dans le cas ou 'on a N = 3 particules, le comportement du trou spectral différe sensi-
blement du cas N = 2 particules. On montre la proposition suivante :

Proposition 3.3.7. Il existe deux constantes (explicites) C_et C telles que pour tout
L> 47 C_L73 < )\3,L < C+L73.

Preuve. On utilise la méthode des chemins pour minorer le trou spectral et une fonction
test pour le majorer. Dans le cas ou N = 3, on peut voir une configuration de Q%L
suivant deux paramétres : la position du train (le plus a gauche), et la particule seule.
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Figure 3.3.4: Graphe sous-jacent de la dynamique & 3 particules

Puis, pour donner une idée de la méthode des chemins, on donne le graphe sous-jacent de
la dynamique avec la figure 3.3.4. Les coordonnées d’un point représentent en ordonnée
la position du train le plus & gauche et en abscisse la position de la particule “seule”.
Pour donner une heuristique, on étudie un graphe plus simple mais similaire donné
par la figure 3.3.5. Ce second graphe est similaire au graphe de la figure 3.3.4 dans le
sens ot il existe une “diagonale” traversant ce graphe et chacun des points la constituant
est lorigine d’un segment. Informellement, rappelons que le ratio de congestion est la
donnée du nombre de chemins passant par une aréte pondéré par la taille des chemins
et la mesure inversible. En se référant a la figure 3.3.5, on remarque que L* chemins
passent par 'aréte du milieu de la diagonale, en rouge, chemins de longueurs de 'ordre
de L, avec une mesure réversible mettant un poids de l'ordre de 1/L? sur chaque site
(rappelons qu’un site correspondrait & une configuration). Le ratio de congestion, B ~
maxe S, er, () |Tayl = LT x L7 x L, donne une minoration du trou spectral est

de I'ordre de 1/L3. On utilise ce méme raisonnement pour le modéle KA1f & 3 particules.

Figure 3.3.5: Graphe schématique
Pour la borne inférieure, on utilise le théoréme de comparaison, corollaire 3.3.5, né-

cessitant la définition d’un ensemble de chemin que nous introduisons maintenant. Le
chemin allant de o a n est défini ainsi : le train le plus & gauche se déplace vers la
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position i (o), puis déplace la particule “seule” de sa position i (o) vers la position i (n),
puis le train se positionne en (¢; (1) ,t2 (1)), voir figure 3.3.7. La longueur du chemin le
plus long est de 'ordre de L. Par ailleurs, comme une configuration est définie par la
position du train et la position de la particule seule, on obtient que le ratio de congestion
vérifie (pour une constante C' universelle) :

1
B = max ——— o)|l'z
e=(wwhitl) ts 1, (w) Uzm pa.e (0) 3.2 (9) [Ty
ecls n

< % x L*xL=CL?
D’aprés le corollaire 3.3.5, on obtient la borne inférieure sur le trou spectral.

Pour la borne supérieure, nous allons utiliser une fonction test. Pour toute configura-
tion o, on définit ¢; (o) ,t5 (o) les indices du train le plus & gauche, et on note i (o) l'indice
de la particule “seule”. Formellement, ¢; (0) = min{i € Ay : 0; (0;41 + 0442) > 0}, t1 (0) =
min{i € Ay : 0, (0;_1 +0;-2) >0} et {i(0)} = {i:0;, =1}\{t1(0),t2(c)}. Une con-
figuration o est alors définie par un unique triplet (¢1,%5,4); pour tout i fixé, il est facile
de voir qu'’il existe au moins L/4 configurations® o telles que i (o) = 4. On définit comme
fonction test, la fonction f (o) =i (o), voir figure 3.3.6.

Train le plus a gauche

o RN
G @ S S L 2 @ 19)
flo)=2
f(n) =5
77 G L 2 S L 2 @ & 19)
v

Train le plus a gauche

Figure 3.3.6: Illustration de la fonction test

On a d’une part :

98, Var (f) = min " (i(0) - )

> S min i—cp= L LT

4 12

2Le nombre exact de configurations peut se calculer et vaut 1,53 (2i —5) + L;<r—4 (2L — 2i — 7)
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i(0) ti(o) ta(o)
g [ J & & & L 2 & L G S L 2 L 4 @ & ©
[ 4 © © © @ @ © (C; S L 2 L 2 © @ ©
[ 4 © © L 2 © @ © (C; L 2 © L 2 © @ ©
[ 4 © © @ —@  ——OC—90© (C; L 2 L 2 © © @ ©
@ & @ & L 2 S 19 @ & @ & & L 2 19
G @ L 2 & L S 19 @ @ & & & L 19 77
t1(n) ta(n) i(n)
G @ S o —0 —6S—O5

Figure 3.3.7: Illustration d’un chemin dans le cas N = 3

On rappelle que la variance est prise contre la mesure 3. Puis, on calcule la forme
de Dirichlet. La différence f () — f (o) entre deux configurations voisines 7 et o ne
peut pas valoir plus de 4 et est nulle lorsque le train se situe a gauche et a une distance
supérieure ou égale a 3 de la particule située en i (o) ou lorsque le train se situe a droite
de la particule située en i (o) & une distance supérieure ou égale a 4 (voir figure 3.3.6).
On obtient donc :

B LIE(fif) < 16X D Nisi o)t ())=3 T Liasifito)—ta(o)]<2

L
< 16X Y Y isifito)—t(0)=3 + Lio<ifit)—t(0)/<2

1=1 g:i(o)=1

< 16 x L x (1+4) =80L

D’aprés la formule variationnelle du trou spectral (3.2.2), on obtient la borne supérieure
attendue. ]

3.3.2.3 Le cas a L — 1 particules

Le cas N = L — 1 particules correspond au cas ou seulement 1 seul site est vide. On
montre la proposition suivante :

Proposition 3.3.8. Il existe deux constantes (explicites) C_et C telles que pour tout
L> 3, C_L72 < )‘L—LL < C+L72.

Dans ce cas, une configuration o est déterminée par un seul parameétre, la position du
vide ¢+ € Ap. Le graphe sous-jacent est alors un segment de longueur L et il est ainsi
naturel de faire le paralléle avec une marche aléatoire simple sur ce segment.
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On considére pour cela la fonction 1: Q9 _, | — Ap quia o associe ¢ (0) = S ixa.
Clairement, ¢ est bijective et son inverse est la fonction ¢y ~1 (i) = n telle que n; = 1—1,_;.
En conséquence de quoi, en notant i = ¢ (o) :

LE@) =Y f)—flo)=>_ fou ()= fov(i)=L (for™)(i)

n~o Jj=i%l

Ou L’ est le générateur d'une marche aléatoire simple sur le segment. Le trou spectral
de la dynamique est alors donné par le trou spectral de la marche aléatoire simple sur
le segment de longueur L, soit de I'ordre de 1/L2.

3.3.3 Preuve du théoréme 3.2.1 : borne supérieure

On rappelle que le trou spectral est I'infimum sur les fonctions de moyenne 0 et orthogo-
nales & 'ensemble des fonctions prenant une valeur non nulle sur la composante Q!. En
choisissant une fonction test f, on peut borner supérieurement le trou spectral :

. o HNL (9/59) g (f7 f)
ANL = lrglf i (6) < Var (f2)

ou E(f,f) = %Zmn (f(0) = f (1)’ pn.r (o) est la forme de Dirichlet associée a la
mesure [y . Dans cette section, nous symétrisons le segment Ay, et ce pour simplifier
les calculs, que nous notons A7Y"™ = [—L; L] NN (qui n’est autre que Agr 1 — (L + 1)).
Puis, pour définir la fonction, nous introduisons de nouveaux ensembles. Pour une config-
uration o, on note 'ensemble des sites ayant une particule [ (o) := {i € AL : 0; = 1} puis
son complémentaire O (o) = {i € Ap;0;, =0} = AL\I (0). Nous introduisons aussi les
ensembles des sites étant a 'origine d’un train par I (o) = {i € AY" : 0y = 0441 = 1}
et IT72 (O') = {Z € Aiym 10 = 0442 = ]_}
On définit alors la fonction f par

(3.3.3)

L
1
fio= f(o) = Zixai—amin{min{%—i-l:iE]T,l};min{2i+2:i€IT72}}
i=—L

1
— 5 max {max{2i+1:i€ Ir;};max{2i +2:i € Ir5}}(3.3.4)

Informellement, on somme la position de toutes les particules auxquelles on retire la
moitié des positions des particules constituant le train le plus a droite et la moitié des
positions des particules constituant le train le plus a gauche. Lorsqu’il n’y a qu’un seul
train, on retire la valeur des positions des particules constituant ce train, rejoignant
approximativement la fonction test de la section 3.3.2.2. Par symétrie, on obtient que
E[f] = 0 (c’est ici que sert le choix de A7Y™).

Rappelons que Y. Nagahata dans [87] donne la borne supérieure en 192p/L? dans le
cas ot le nombre de particules est plus grand que Av/L pour un A suffisamment grand.
Pour cela, Y. Nagahata a utilisé les fonctions propres du processus d’exclusion simple et
a approximé la variance par la mesure uniforme sur toutes les configurations. On peut
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ainsi estimer l'erreur faite par cette approximation en regardant le ratio ‘Q}VL| / ‘Q?V7L|,
ratio qui tend exponentiellement vite selon le carré de A vers 0, i.e. ‘Q}VL} / ‘Q?V’L‘ <

Cexp (—A?) avec N = AVL et pour A > 1. Nous nous intéressons donc ici au bas
régime, c’est-a-dire, lorsque le nombre de particules est plus petit que Av/L. Enfin,
introduisons la variable aléatoire du nombre de train 7. Le nombre de train d’une
configuration o est donné par T (o) = >, 04 (0i11 + (1 — 0441) Tiy2).

Nous commencons par donner une heuristique du calcul fait en s’appuyant sur des
proposition montrées dans la derniére section de ce chapitre. Tout d’abord, d’aprés la
proposition 3.5.1, 'espérance du nombre de train est de I'ordre de 14+2Np < 1+2A42. De
plus, d’aprés la proposition 3.5.5 et son corollaire 3.5.6, La probabilité qu’il n’y ait qu’'un
seul train est de Pordre exp (—2Np). Ainsi, en bas régime, il est acceptable de considérer
que la valeur de la fonction f, donnée par (3.3.4), est correctement approximée par sa
valeur lorsqu’il n’y a qu’un seul train, sachant que E [f*] = 3. P(T = i) E [T = i] >
P(T =1)E[f*T = 1]. De plus, lorsqu’il n’y a qu’'un seul train, la fonction f prend
comme valeur la somme des positions des particules seules sur le systéme. Puis, nous
minorons une seconde fois le terme E[f2|T = 1] en le comparant avec un systéme de
particules plus petit construit en placant N — 2 particules seules puis 'unique train sur
les emplacements disponibles. Enfin, nous utiliserons ici la notation > lorsque I'inégalité
est vérifiée pour une constante indépendante de N et L (e.g. 1 > 2).

Comme expliqué dans le paragraphe précédent, d’aprés le corollaire (3.5.6), pour tout
N < AV'L, on a les deux inégalités suivantes :

E[f’] > P(I'=1)E[f|T =1]
> exp(—Np)E [T = 1]
> exp (=A%) E [fT =1] (3.3.5)

On traite maintenant le terme E[f?|T = 1]. Comme dans la section 3.3.2.2, pour toute
configuration o ayant un seul train, on note t (o) = (¢ (0),t2(0)) les positions des
particules du train de 0. On peut construire une configuration a un seul train en posant
N — 2 particules sur le segment A7Y™ de telles sortes qu’elles soient toutes a distance
au moins 3 les unes des autres, puis mettre un train. Ainsi, une configuration a un seul
train est déterminée par une configuration bloquée a N — 2 particules sur A7™ et un
couple de positions (t1,%2) telle que min;eroy {|t1 — |5 [t — |} > 3 et 1 <t — 1o < 2.
Le nombre de couples (¢1,%,) pour une configuration bloquée est compris® entre L — 10N
et 2L, restant de l'ordre de L. En définissant la fonction g : n +— > in;, on peut donc
approximer E [f?|T = 1] par E [¢?] ot Pespérance est prise contre la mesure uniforme sur
les configurations bloquées & N — 2 particules sur A7™.

Puis, il existe une bijection entre les configurations bloquées & N — 2 particules
et les configurations (bloquées ou non) sur le segment A"y . : en considérant les
configurations o & N — 2 particules sur A" ;, uniquement déterminées par leurs
ensembles [ (o), alors la fonction ¢ : [ (o) = ¥ ([ (0)) = Uero) {0 (i, 1(0))} ot

3Ceci est une approximation qui peut étre calculée précisément. Le nombre d’espaces disponibles pour
placer un train est majorée par 2L — 2N et minorée par L — 10N, restant de 'ordre de L.
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¢ (i,1(0)) = — (N =3)+i+) . Ljcio) est bijective. Soit o une configuration bloquée
sur A" et 1 la configuration sur A7 telle que ¥ (I (1)) = I (o), alors un simple
calcul donne l'identité suivante :

glo) = Zimz ZZ

i=—L i€l(o)
= D> WG@Im) =D —(N=3)+i+ Y L

i€l(n) i€l(n) j<i
= —(N=3)(N=2)+ Y i+ Ljery

1€1(n) Jj<i
L—N+3

= Y i= > ip=g

i€I(n) i=—L+N-3

On en conclut que E[g?] pris contre la mesure uniforme sur les configurations bloquées
a N — 2 particules sur A" est égale a E, [¢?] pris contre la mesure uniforme ' sur les
configurations & N — 2 particules sur A7""y_ 5. Un calcul donne :

L—N+3 2
Ev[9"] = Ew ( Z ixﬁi)

i=—L+N-3
L—N+3
= > PR +2)]) ijEw )]
i=—L+N-3 Tg>i

En combinant (3.3.5) et (3.3.6), on obtient :
E [f*] 2 exp (=A%) x L*p (1~ p)

Puis, pour donner une borne supérieure sur le trou spectral, il reste & donner une borne
supérieure sur la forme de Dirichlet. On rappelle que la forme de Dirichlet est définie

par :
L—1

EF N =E|D cii(m) (f (") = f(n)

i=—L

2

Dans la définition de f, donnée dans (3.3.4), on rappelle que lorsque la configuration n
a un seul train, alors f (1) est la somme des positions des particules seules. Dans le cas
ol la contrainte cinétique est satisfaite en i et que la configuration n**! a un seul train,
alors f(n) = f(n*"*1). Dans le cas ou la configuration n a plusieurs trains et alors Vi
tel que "1 € QY 1, ona 1/2 < |f (") — f ()| < 2. En sommant sur I'ensemble des
sites, alors le terme a l'intérieur de 1’espérance est majoré par le nombre de trains tant
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qu’il est supérieur ou égal a 2. De la, nous obtenons que :

E(f,f) < E[Tlrs]
< 2E[T-1]
S Np

Ot Pon a utilisé pour la derniére inégalité la proposition 3.5.1 sur le nombre moyen de
train. En reprenant la formule variationnelle du trou spectrale et (3.3.3), on conclut
qu’il existe une constante C' telle que :

Np N

exp (=Np) L?p (1 = p) sOx exp (=Np) L? (1 — p)

Ce qui compléte la borne supérieure donnée par Nagahata pour N < AVL, et donc
conclut la preuve de la borne supérieure du théoréme 3.2.1.

v <O X

3.3.4 Preuve du théoréme 3.2.1 : borne inférieure

Pour prouver la borne inférieure du trou spectral, nous allons utiliser le théoréme 3.3.2
en comparant le trou spectral de notre dynamique avec le trou spectral d’'une dynamique
a champ moyen légérement modifiée que nous introduisons maintenant. Pour ce faire,
nous introduisons ’ensemble des sites d’une configuration ¢ contenant une particule
noté I (o) = {i € Ap : 0; = 1} et que son complémentaire dans Ay, est noté O (o). Nous
définissons aussi, pour tout site x € Ay, 'ensemble des sites contenant une particules
a distance 1 ou 2 de x par Iy (o,z) = [ (o) N{i € Ar;1 < |i — x| < 2}. De méme, on
définit I’ensemble des sites ne contenant pas de particule a distance 1 ou 2 de x par
Oy (0,2) =0 (o) N{i € Ap;1 < i — x| <2}

On introduit un processus a champ moyen qui informellement se comporte ainsi. Une
particule en position X; est choisie uniformément au hasard parmi U'ensemble I (-) que
'on déplace vers un site vide Y] choisi uniformément au hasard dans I'ensemble O (o).
Dans le cas ot la configuration obtenue n’appartient pas a Q(JJV, 1, alors la particule choisie
faisait partie d’'un train. Dans ce cas, on choisit uniformément au hasard une particule
autour de Xj, donc dans I'ensemble I, (-, X;), et on déplace cette particule vers un site
Y, choisi uniformément au hasard autour de Y7, c’est-a-dire dans Os (-, Y]); la présence
d’un train est ainsi garantie.

Formellement, pour une configuration o, on définit le quadruplet (X7, X5,Y},Ys) de
variables aléatoires associé a la configuration o par :

X; ~ Unif(I(0))
Xy ~ Unif (Iy(0,X1))
i~ Unif(O(0))
Yy ~ Unif(Oy(0,Y1))

ou X; et X5 sont indépendants de Y] et Y2. On introduit la chaine de Markov (1)
définie grace aux quadruplets (X1 4, Xa¢, Y14, Yoy)

teN

1en telle que chaque quadruplet (X14, Xog, Yig, Yoy)

60



3 KAIf

est associé a la configuration n; et

X1,6,X0¢ si X1,6,X2t c 0o
(XX Y, Yor) ¢ R h E (3 3 7)
Nt+1 = 1 - X1,4,X2, ) B0720 : e
i S1inon

Et Pon note P la matrice de transition et lon note 5\N7L le trou spectral de cette dy-
namique. On prouve ainsi la proposition suivante :

Proposition 3.3.9. Il existe une constante C' telle que pour tout N et tout L, le trou
spectral de la dynamique donnée par P est minorée par :

8 % 2—10000

5\N,L P N

Remarque 3.3.10. En modifiant légérement la preuve ci-dessous, on peut montrer que
le trou spectral est minoré par 1/ min (N; L — N). Cependant, le résultat final obtenu
serait sous-optimal comparé aux résultats précédemment obtenus par Y. Nagahata mais
reste d’intérét lorsque N < %

Preuve. On étudie ce trou spectral de la dynamique & champ moyen a ’aide du théoréme
3.3.1, nécessitant la définition d’une distance et d’un couplage.

Commencons par introduire la norme. On note dy la distance de Hamming divisée
par 2, i.e. pour deux configurations n et o, dy (o,n) = %Zl |o; — m;|, on introduit la
métrique p :

Y (0)=0
p(o.n)=v(du(om), ¢Ym)=qpn+1)=vn)+27"  si0<n<1000
P (n+1)=1(n)+ 27199 ginon

(3.3.8)
ou la fonction ¢ : N — R a été choisie ainsi pour des raisons expliquées plus loin.

Puis, avant de définir formellement le couplage, commencons par le décrire. A 'image
du processus & champ moyen usuel pour 'exclusion simple, lorsque un site occupé X;
dans o est choisi et ce site est inoccupé dans la configuration 7, on couple cette particule
avec un autre site X] occupé de n non occupé dans o et on les améne sur un méme
site vide; lorsque un site occupé X; dans o est choisi et ce site est aussi occupé dans la
configuration 7, on les envoie sur le méme site.

Le couplage ainsi choisi est censé diminuer de 1 la distance dy définie ci-dessus a
chaque étape. Cependant, comme le montre la figure 3.3.8, il se peut que lorsque 1’on
déplace une particule de o (ou de 7n), on détruise le seul train de la configuration.
La dynamique définie en (3.3.7) fait, dans ce cas, déplacer une seconde particule pour
qu’au moins un train soit conservé tout au long de I’évolution de la dynamique. Cette
contrainte peut ainsi faire augmenter la distance dy de 1 comme le montre la figure
3.3.8. La fonction ¢ a été choisie pour gommer cet effet comme nous le montrerons par
la suite.
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Figure 3.3.8: Une étape de la dynamique couplée

Formellement, pour définir le couplage, nous introduisons deux ensembles. Pour deux
configurations o et n, on définit 'ensemble des sites occupés soit dans 7 soit ¢, mais pas
dans les deux configurations en méme temps, Dy (o,n) = (I (o) UI (n)\ (I (c)NI(n));
de méme, on définit I'ensemble des sites vides soit dans 7 soit dans ¢ mais pas dans
les deux en méme temps, Dy (o,n) = (O(e)UO (n))\ (O (c)NO(n)). On définit le
couplage suivant. Soit (X7, X, Y7, Y3) le quadruplet de variables aléatoires associées a
la configuration o et dont les lois sont données dans l'introduction de la section ; on
définit le quadruplet couplé (X7, X5, Y/, Y]) de la fagon suivante :

5)(1 SngDl (0777)
Unif (D1 (o,m) si X € Dy(0,n)

Xy ~ Unif(I>(n, X1))

Sy, siY & Dqg(o,n)
Unif (Oz(0,n)) siY € Do(a,n)

Le couplage est fait de tel sorte que lorsque I'on choisit une position de I (o) appartenant
a D (o,n), alors une position dans I (n) est choisie appartenant aussi & D; (o,n). Pour
deux configurations o et 1, on note o' = g(X1:X2Y1.Y2) ot pl = n(Xi’Xé’Yf’YQ/).

Tout d’abord, il est clair que dg (0,1) —2 < dy (¢, n') < dg (0,n) + 2. Puis, suivant
le couplage défini précédemment, il y a une augmentation de la distance dans le cas ou
il y a un déplacement de train dans I'une des deux configurations. Le déplacement de
train ne peut arriver que lorsqu’il n’y a qu'un seul train dans une configuration et que

I'on choisit ce train. Ainsi :

4
P (dH (01,7]1) > dy (o, 7})) < N
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De plus, il y a une diminution de la distance lorsque 1'on choisit un 1 de D (o,7). Ainsi :

dH (Ua 77)

P (dH (01,771) < dy (o, 77)) > 9N

Ainsi, nous obtenons que :

4

Ep(c'n")] < o (dn(om)+ @ (dn (0.0) +2) =¥ (du (o.0)

— (¥ (dg (0,1)) — ¥ (dg (0,7) — 1)) dlfgg\[n)

n
Y (dy (om) 4

B Y (dy (0,m) +2) —
= rlom) [” b (ot (@) N
U (o.m) — ¥ i (om) — 1) _ ds (o)
b (ot (o)) 2N
< plon 1= 25

La derniére inégalité a été obtenue grace a notre choix de . En effet, & partir de sa
définition (voir (3.3.8)), on a pour n > 1000 :

4Xw(n+2)—w(n) Y(n)—1v(n-—1) < 4><4><2_10000 y 2710000
-n < —— N X —/———
¥ (n) 32¢ (n) ¥ (n) 32¢ (n)
27190% n 10000
= 16 — —) <-8x2
Y (n) ( 32
et si n < 1000
AU 1 S (O I T Gt VR 0 S S
¥ (n) 32¢ (n) - ¥ (n) 32¢ (n)
_ i‘(””)‘ (16 B n32210) < 8 x 210000
n
ce qui permet d’obtenir 'inégalité nécessaire a 'application du théoréme 3.3.1 concluant
ainsi la proposition. O

On peut prouver maintenant la borne inférieure du théoréme principal a 'aide de la
méthode des chemins.

Preuve. Pour appliquer le théoréme 3.3.2, nous devons définir les chemins entre la dy-
namique KA1f et la dynamique & champ moyen définie ci-dessus. On définit pour cela
I'ensemble des chemins de la maniére suivante. Soit o une configuration et = o' la
configuration résultant d’une étape de la dynamique a champ moyen définie en (3.3.7).
La dynamique est faite de telle sorte que soit un train a été déplacé et donc il existe
deux couples, (il,z'Q) t (j1,J2), telle que pour tout k # 41,149, j1,j2 on ait op = 7y,
o =n; =1— =1-n,etoy=mn,=1- = 1 —n;,, soit une particule a été

63



3 KAIf

déplacée et donc il existe deux positions i, 7 telle que pour tout k # ¢, j, on ait o, =
eto;=n=1—-0;=1-m,

Dans le premier cas, lors du déplacement d’un train, on effectue des déplacements
legaux, décrits dans la section (3.3.1.3), pour déplacer le train de sa position initiale &
sa position finale. Un chemin de o vers n dépend donc de la position initiale du train
et la position finale du train. La longueur d’un chemin est de 'ordre de L, la position
initiale du train est d’ordre L, la position finale est d’ordre L. Enfin, le passage d’un
train par-dessus une séquence de particules de longueur n (et donc d’au plus N) donne
un facteur d’ordre n (et donc d’au plus d’ordre N) supplémentaire puisqu’on ne peut
pas distinguer dans ce choix de chemins, ol se situait les particules communes de o et
7, voir la figure 3.3.9.

1 2 10 11
0'1 ([ ] O O O ©) [ ] [ ] ([ ] O O
0'2 ([ ] ([ ] O O L J (©) (©) [ ] ([ ] O O
0'3 [ ] [ ] (@] O (] [ ] O O [ ] (@] (@]
0'4 [ ] [ ] (@] O ( J [ ] [ ] O (@] (@] (@]

O O O (@) [ ) [ J [ J [ J [ J O O
< aréte e
o o o o) ° ° ° ° o ° o

Figure 3.3.9: Saut d’un train par-dessus une séquence de longueur ~3

Commentons briévement la figure 3.3.9. Chacune des configurations o' ameéne le train
en position (1,2) vers la position (10, 11). Pour cela, les chemins passent tous par ['aréte
e dessinée en bas de la figure. Ainsi, la contribution dans le ratio de congestion des
chemins déplacant un train est d’ordre L x L x L x N = NL3.

Dans le second cas, lors du déplacement d’une particule, on choisit I'un des T' trains
de la configuration o que l'on déplace vers la particule a déplacer, puis on améne la
particule vers sa position dans 7, puis on déplace le train vers sa position d’origine.
Un chemin de o vers n dépend donc (de l'inverse) du nombre de train, la position du
train, la position initiale de la particule et la position finale de la particule. Comme
dans le cas précédent, lorsque le train déplacant ou non la particule saute par-dessus
une séquence de particules de longueur ¢ contribue avec un facteur ¢; cependant, une
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séquence de longueur ¢ implique un nombre de train d’ordre ¢ contribuant au ratio de
congestion avec un facteur 1/t. Ainsi, la contribution dans le ratio de congestion des
chemins déplacant une particule est d’ordre L x L x L x L x t x tt = L4,

Ainsi, la contribution maximale du nombre de chemins au ratio de congestion est
donné par le second cas, d’ordre L*. Le ratio de congestion est pondéré par la matrice
de transition de la dynamique & champ moyen et du ratio des mesures inversibles. Pour
la dynamique a champ moyen, la mesure inversible est approximativement la mesure
uniforme puisque chaque configuration a le méme nombre de voisins & un facteur prés,
P(o,n) ~ = N]{[]IUNU' Pour la dynamique a temps continu, la mesure inversible est la
mesure uniforme. On obtient qu’il existe une constante C' telle que le ratio de congestion
est borné par :

B(PP) - Z Q (2,y) [Ty

RIS
eEFE
= max ZPl’y (@) [Tay]
- xyEQ
eEFE
1 1
< O xL*x <OxIL?x—
% LN NSY*E N

En appliquant le théoréme 3.3.2, on obtient que le trou spectral de la dynamique KA1f
est minoré par :

1 1
AN,L = )\NLX—~>CX_3
B (P, P) L
ce qui conclut la borne inférieure du théoréme principal. O]

3.4 Preuve du théoreme 3.2.2 sur la décroissance
polynomiale

Pour prouver la décroissance polynomiale, on utilise la représentation spectrale de la
fonction contre la mesure spectrale de opérateur, voir e.g. [101]. Puis, en prouvant des
estimées sur la mesure spectrale projetée, on prouve le théoréme. L’idée de la preuve est
tirée de Particle de Cancrini et Martinelli dans [21]. On rappelle que pour toute fonction
f dans le domaine du générateur, d’aprés |8, 101], il existe une mesure spectrale de
projection de f contre Popérateur telle que Var (P,f) = [ exp (—=At) des (N).

En utilisant la représentation spectrale de la variance, on choisit une suite croissante

65



3 KAIf
(Ai)isg avec Ag = 0 et lim; oo A; = 00, telle que :
Var (P,f) = / e Mdes (N)

= Z/A+ “dey ()

120

< Ze*

120

(3.4.1)

ou E;f est la projection spectrale sur Uintervalle [A;; A;+1]. En montrant que s'il existe
un C' € R telle que pour tout i € N, HEZng < CM,,, et en choisissant comme suite
Ai = i/t, on obtient que :

(34.1) < C) ey,

>0

< O e’ (1+40)" <O xAl (a4 1) xt™° (3.4.2)

On montre a la fin de cette section que pour tout € > 0 et toute fonction f locale, il
existe une constante C' := C, telle que || E, f| < CfG)\zfl ° et ce pour tout 7. Avant de
prouver cette borne, on donne quelques lemmes intermédiaires qui seront prouvés dans
la section suivante. On réutilise dans cette section la notation AY™ = [—L; L] N Z.

Lemme 3.4.1. Soit f : Q — R une fonction dont le support est compris dans [—a;a|NZ
et de moyenne 0. Soit la o-algébre Fr, = {0, : * € A"}, Alors on a Uinégalité suivante

20 +1

VGT(E[f|fL])<m

Var (f)

Lemme 3.4.2. Soit la o-algébre F¥ = {0, : 2 ¢ AP Sien, 00 = N}. Pour toute
fonction f et toute densité p, il existe des constantes Cy et Cy telles que pour tout | :

E [Cov [f; Eif| ]'—INHQ <G (l25 (Eif; Eif) + lgeiczp%)

Lemme 3.4.3. Pour toute fonction f, pour tout l,p, et o,B,v > 1, il existe deux
constantes C et Cy telles que si :

E[Cov [£; Bf| FY])" < CL(PE(Bifs Eef) + 1067
alors on a l’inégalité
B [Coo [ BA RN < (Pe (Baf: By + 170 )

est vérifie avec ' = 20/ (B+1), o = af/(B+1) et v = 6/ (B+1) et pour une
constante C' = C1 (C1, 5, f)
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Preuve du théoréme 3.2.2. Pour illustrer le raisonnement, qui s’appuie sur la formule
de la variance conditionnelle, on commence par donner une premiére borne. On note
que dans I'inéquation (3.4.1), nous pouvons nous borner au cas ou A est petit, puisque
la concentration de la mesure spectral sur les A > A impliquerait une convergence

exponentielle. Ainsi, nous étudions seulement le cas on A < A < 1. Dans le cas ou
IE.fl2 < /\gﬁ, le résultat est montré, on peut donc se borner au cas ot || E, f||5 > )\21421

On introduit la notation F}V, la o-algébre engendrée par {a; ZyeAl oy = N} et ce pour
tout [, N. Par la formule de covariance conditionnelle, en choisissant un [ € N :
Cov [Eif; Bif]” = Cov [f; Eif]?
2

= (E[Cov[f; Eif| F]] + Cov [E [f|F']E[E:f| F]])

< 2E[Cov [f; Eif| FN])* +2Cov [E [ | FN)E B FN]) (343)
ot l'on a utilisé pour la derniére inégalité le fait que (a + b)* < 2a® +2b%. On commence
par traiter le premier terme de (3.4.3) en appliquant le lemme 3.4.2 et le lemme 3.4.3

pour obtenir pour un 3 aussi proche de 1 qu’il existe deux constantes C et Cy dépendant
de 8, f,p telles que :

Cov [E[f; ESI FN]] < G (PE(Bf; Bif) + 17 )

Puis, on traite le second terme de (3.4.3). On commence par appliquer l'inégalité de
Cauchy-Schwartz, puis le lemme 3.4.1 et enfin une seconde fois I'inégalité de Cauchy-
Schwartz pour obtenir :

Cov [E [ f] EN} E [E;f] ]:ZNHQ
EpR N

N

N

E[E[f| 7] E [E [E:f] ﬂNﬂ

N

g [&[B.1 7N)]

%Var (Eif)

N

On rappelle que Var (E;f) = f/\’\:“ des (N) et donc que € (E;f, Eif) = f/\ii“ Ades (M) <

Ait1 f/\/\f“ des (A) < MiaVar (E;f). En reprenant (3.4.3) et en utilisant ces deux derniers
résultats, puis en divisant chaque coté par Var (E;f), qui par hypothése est minorée par

A; ﬁ, et en optimisant en [, on obtient que :

Cov (B Bff < CPE(Bif: Bif) + 12O 4+ Siyar (B, )

[
~y 1
= Cov|Bf Eif] < mfCypp (lﬁ)\iﬂ e\ 7)
1/(1+8
S Cf7p76)‘zu/r(1+)
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Cette derniére inégalité est obtenue en prenant [ = A, +11/ (+5) ot en notant que la fonction

—_Cz—" o

L/
T — % est majorée lorsque z < A (et majorée en z = (’Y_C> ) . Ceci, au vu

de (3.4.2) et du choix de suite A\; = i/t, finit la preuve du théoréme.

Preuve des lemmes

Dans cette section, on prouve les lemmes énoncés dans la section précédente. On in-
troduit comme nouvelle notation les opérateurs de translation (6;),., agissant sur les
configurations par (0;0); = 0i4;.

On commence par prouver le lemme 3.4.1.

Preuve. On note f; la translation de f par 0;, f; (o) = f(6;0). Puisque les valeurs des
sites sont interchangeables sous E [-|F.], on a :

Sous E, les fonctions f; et f; sont indépendants si |i — j| > 2a + 2, on obtient :

E[f’]:ﬂ:

z—fL +a

-
vor E[f17]) = E|E|gr—ary S gl ]
i=—L+a ]
. 42
= fz fL
(2(L—a)+1) l_ZLJra
1 L—a
< el 3 fi>
2
(2(L—a)+1) _<¢L+a
L—a
2a +1 2a +1
< E[ff] = 57—~ Var (f)
0w 17 2 P T aa g
Ce qui est le résultat voulu. O

Puis on prouve le lemme 3.4.2.

Preuve. On rappelle que par I'inégalité d’Hoeffding, si une variable X est une binomiale,
X ~ Bin(l, p) alors on a l'inégalité de concentration :

X
P (7 —p < —:L’) < 92l Vo >0 (3.4.4)
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On choisit une constante C' € (0; 1] telle qu’en utilisant les estimées sur le trou spectral
on obtienne que :

E [Cov [f; Ef| FN]]" < Y E[In—iCov [Eif; Eif| FN]] Var (f)
i=Clp
+E [Liy<cipyCov [ f; E:f| FY]]?
l2
< Z O E [In=i&)N (Eif; Eif)] Var (f)

i=Clp

+E [Lin<cpyCov [ f; fI FY]] E [Var, (E; f)]

2
< GipVar (NE (B Ef) +Var (PPN (o) < Cpl)

ce qui, en utilisant (3.4.4) avec z = (1 — C') p, donne le résultat voulu. O
Enfin, on prouve le lemme 3.4.3.

Preuve. Pour § = 1, on a que = 23/ (8 + 1), prouvant immédiatement le lemme.
Dans le cas f > 1, on réitére le raisonnement utilisé lors de la preuve, c’est-a-dire, en
choisissant un /3 < [, et en notant E; = E “.EN ], en utilisant la formule de la covariance
conditionnelle, I'inégalité de Cauchy-Schwartz, le lemme (3.4.1) et ’hypothése du lemme,
on obtient :

E[E [f: Ef]? < inf{2E[(Cov[f;Eif\EﬂerZE[Covl []E[f\.ﬁﬂ;]E[Eif]}"fleZ}
< 1nf{ (zﬁm (Bif; Eif) + e~ 4 llE[Varl (E; f)])}

< mf{C <15ESI (Eif: Eif) + Z{“eC?ll+§—1E & (Eﬂ‘)])}

(ﬁﬁ (E.f; EBif) +m+1602”3“)

Ot on a majoré la derniére ligne en utilisant [, = [%/(5+1), O

3.5 Lois et moyenne

Dans cette section, on ajoute une partie des résultats obtenus ainsi que des idées qui
pourraient permettre d’améliorer les bornes du trou spectral et celles qui n’ont pas
abouti. On commence par le nombre moyen de trains.

Proposition 3.5.1. Le nombre moyen de trains dans QY est donné par :

L—1 L—2 -1
N(N-1) 2L—-N-1 Q}
E E NiNi+1 + E N (1= nit1) Niva| = : I ! -1~ <1_ (]LV)L>
i - N
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Preuve. On commence par donner le nombre moyen de train sous la mesure uniforme

sur {0 e {0; 1}, 0, = N}:

L-1 L—-2
E meﬂ-i‘ZT}j (1 = mjs1) mjs
i=1 =1
L-1 L-2
=Y Elmm] + Y E[m (1 —n) ]
i=1 j=1
N N-1 N L-N N-1
:(L—l)xfx 71 +(L—2)f>< 1 X7 5
_N(N—1)+N(N—1)(L—N)
L L(L—1)

N(N-1) 2L-N-1
L L—1

Puis on conditionne sur QY ;, ce qui donne :
L1 L2
E [Zi:l NiMit1 + Zj:l nj (1= nj41) 77j+2]lneQ?V’J
1-P [ZiL:_f il + 200 Tinlis = 0]

N(N-1) 2L—N-—1 o4\
X x (11— :
L L1 ()

Ce qui est le résultat voulu. O

Pour affiner ce résultat, on montre la proposition suivante :

Proposition 3.5.2. Lorsque N < V'L, on obtient les ratios suivants :

2. |,
L L
() (v)
Preuve. On utilise les cardinaux donnés dans U'introduction, voir (3.3.2) et (3.3.1), pour
montrer que :

Q.|  (L—2N+2 (L -

Ol N N

_ (L-2N+2\  ((L—2N+2 Qﬁl L—i \
N N N T L—i—-N

()

(2

~ exp (—2Np)

~ 1 —exp(—2Np)
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On peut ensuite majorer et minorer le terme obtenu par :

1 N IN—1 —1<Q]1V7L< 1 N oN-1\ !
TN STy S\ TIEw

Ce qui, en considérant N < v/L permet d’obtenir la borne (dans le cas N = AVL,
on obtient une équivalence du type e 2¥? = ¢=4*). La seconde borne est obtenue en
rappelant que [Q% ;| = () — || O

Remarque 3.5.3. En combinant la proposition 3.5.1 et la proposition 3.5.2, on a :

E ~ 1+ Np

L1 L2
Z NiMi+1 + Z i (1= 1) Mjs2
i—1 j=1

On observe ici que pour un intervalle de longueur L, le nombre de trains augmente avec
le carré du nombre de particules tant que le nombre de particules est plus grand que
VL. Cela peut potentiellement suggérer une transition de phase dans le trou spectral,
si le trou spectral se comportait comme E [T (o)] /L3, ot T (o) est le nombre de train
de la configuration o.

On établit une proposition sur la loi de la variable aléatoire T} (o) = ) ., 0:041.

Proposition 3.5.4. Sous la loi uniforme sur {0 e {0:1}": Y0, = N}7 la loi de la

variable aléatoire Ty (o) est une hypergéométrique de paramétre (%, L).

Preuve. Pour montrer le résultat, on utilise la fonction génératrice des configurations (de
toutes tailles) de laquelle on extrait les coefficients. Informellement, une configuration
est constituée de séquences de 0 et de séquences de 1 se succédant les unes apres les
autres, en notant que les séquences de 1 sont porteuses des trains de la forme o;0;;.
En utilisant la lettre w pour représenter un 0, la lettre z pour représenter un 1 et la
lettre u lorsque deux 1 se succédent, alors la fonction génératrice G des configurations
est donnée par :

G (w,z,u) = Zwixz<22(zuy>qx (ZM)QX (HzZ(w)l)

i>0 =0 \ j>0 k>1 10
1 1 1 1
= X 1 1 x |1
1—w zq:Z(l—uz)qw (1—w)! ( +Zl—zu)
1 1 1+2—uz
l—-w 1—wz/(1—-w)(l—uz) 1—zu
1+2—uz

(1-w)(l—uz)—wz

On considére ensuite les configurations avec N particules (coefficient associé a 2™), L— N
sites vides (coefficient associé a w™~ V) et m particules succédant a une autre (coefficient
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associé & u"™). On cherche & extraire les coefficients et on obtient alors :

[ [ :)4(—12_—;5 —ws
=™ [2"] [w" ] 1_ uzl_zz(l_f i — u2)
mif N1 L1+t 2Z2—uz [ ;N 1
:[U][Z]ﬁ[w }1—w(1+z—u2)/(1—uz)

=[u™] =] (H_—U)N

1—uz

— "] [V] (1 e _zuz)L_NH

:Lizzjl (L _le+ 1) ] [~ ﬁ

:Liz:?l (L a ]ZV - 1) [w™] [2N ] ﬁ (3.5.1)

De la, en utilisant les développement de 1/ (1 — z)“, on a obligatoirement que m = N —i
et donc © = N — m, et on obtient donc :

L—-N+1 N -1
3.5.1) =
( ) (N—m )(N—m—1>
(L-=N+1\(N-1
"\ N—-m m
En divisant par le nombre de configurations possibles, on obtient bien la fonction de

masse d’'une loi hypergéométrique. O

On peut adapter ce raisonnement pour la variable aléatoire T (n) = > mmi1 +
7; (1 — mi1) Miso pour montrer la proposition suivante :

Proposition 3.5.5. La distribution du nombre de train sous la mesure uniforme sur
{0;1}" n{o: >.;0: =N} est donnée pour tout m par :

P(T = m) = (;)1(]\[7; 1) Xg(_l)i (T) (L—2N—|—]2V+2m—2z')

Preuve. Pour prouver la proposition, on s’appuie une nouvelle fois sur la fonction généra-
trice des configurations. Une configuration est composée de séquences de 0 et de séquence
de “train”. La séquence de train est composé d’un 1 puis de séquences de 1 et de séquences
de 01. On donne & nouveau la fonction génératrice des configurations, ol z représente
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un 1, w représente un 0, et u représente 'existence d’un train :

G (u,z,w) = Zwix<z (zZ(u(1+w)z)i>q<w2Zwi>q>

120 >0 >0

- 1—1w 8 (; (1—uzz(1+w)>q <1lj2w>q> 8 (H 1—21(41,2?1?10)

_ 1 ><(1+z(1—u)(1+w))

zw? _
L—w 1 - amn 1—uz(l+w)

I1+2(1—u)(1+w)
l—w—z(w?+u(l—w?)

)

Puis on extrait les coefficients lorsque I'on a N particules, L — N sites vides et m trains

I1+z(1—u)(1+4+w)

e e s w1 = )

A i B R
N () @)

(i) e ) ()
=[w" "] (ﬁ) o p2N—2-2m (Nn: 1) 1=ty
:<an 1) i (1) <T) <L —2N —|—]2Vm —2i+ 2>

=0

ce qui divisé par le nombre de configurations possibles donne le résultat final.

]

Corollaire 3.5.6. Soit A > 1 et soit N < A\/Z, alors sous la mesure uniforme sur

QX on a P(T =1) 2 exp (—2Np).
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Preuve. D’aprés la proposition 3.5.5 et la proposition 3.5.2, on obtient que :

\Q?V’Llfl (ﬁ.)P(T:l) _ ‘Q?V,L‘il (Nl—l) y KL—%VML) B (L—2]\1[V+2)}

N (2L — 5N +7)
L—3N+4)(L—3N +3)

= 108l - 1) x ]

[
[
exp (~2N))
1 —exp(—2Np)

v

2Np

v

2Np

= exp(—2Np) x 2Np > exp (—2Np)

exp (2Np) — 1

ce qui conclut la preuve. O

Perspective

L’une des difficultés du modéle KA1f est la présence des trains sous deux formes dif-
férentes. Par exemple, la loi du nombre de trains, proposition 3.5.5, est trés complexe
lorsque nous autorisons un train a prendre la forme ee ou e o e tandis que la proposition
3.5.4 donne une loi du nombre de trains trés simple a partir du moment ot ’on consid-
ére seulement les trains de la forme ee. On propose un modéle alternatif présentant des
similitudes au niveau des estimées du trou spectral, des configurations bloquées et non
bloquées. Sur Ay, on autorise les échanges entre les sites 7 et ¢ + 2 §’il y a une particule
en position ¢+ 1 et les échanges entre les sites ¢ et ¢ + 3 s’il y a une particule en position
1+ 1 et une particule en position 74 2. En suivant 'argument de la méthode des chemins
de la section 3.3.1.3, on peut montrer que I’ensemble des configurations ayant au moins
un train est connexe; puis en adaptant les calculs préliminaires de la section 3.3.2, on
peut montrer que dans le cas ou 3 particules, le trou spectral est de ordre de 1/L3,
dans le cas ou il y a 2 particules ou L — 1 particules, le trou spectral est de 'ordre de
1/L2.
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4 La représentation
d’'Helffer-Sjostrand pour la
dynamique de Ginzburg-Landau

Dans ce chapitre, nous explorons un lien entre certains systémes de spins non bornés et les
marches aléatoires en milieu aléatoire. Ce lien nous permettra d’étudier la décroissance
de la (co)variance au cours du temps. Nous commengons par présenter le probléme et
donner I’état de 'art dans la premiére section. Dans la seconde section, nous introduisons
les notations ainsi que les résultats, puis, dans la troisiéme section, nous donnons la
preuve de notre résultat principal; et enfin dans la quatriéme section, nous donnons des
pistes de travail.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un modéle de spins non bornés, modéle communé-
ment appelé le modéle de Ginzburg-Landau. Ce modéle conservatif, présenté dans
lintroduction, est défini a partir d’un systéme d’équations différentielles stochastiques
dont le drift est donné par le gradient (dans un sens discret) d’une fonction, nommée
fonction de potentiel. Comme déja explicité dans l'introduction, les environnements
sont donnés par 1’assignation d’une valeur réelle, que nous nommons masse, sur chacun
des sommets d’un graphe G. L’évolution de la masse d’un sommet dépend des masses
de ses voisins suivant la fonction de potentiel et d’un aléa, donné par des mouvements
Browniens.

Concernant le modele de Ginzburg-Landau, on trouve dans la littérature I'¢tude de
la limite hydrodynamique initialisée dans les années 1980 avec une série d’articles [42,
43, 44, 47, 46]. L’aspect théoréme central limite a été aussi largement abordé, et nous
renvoyons a la thése de J. Sheriff [95] qui est entiérement consacrée a ce sujet. L’é¢tude
du trou spectral et ’établissement de 'inégalité de log-Sobolev sont notamment étudiés
dans [15, 26, 70, 73|.

Dans ce travail, en suivant approche de [15, 24|, nous utilisons la représentation
d’Helffer-Sjostrand pour lier I’évolution du systéme de spins avec une marche aléatoire
dans un milieu aléatoire dynamique. La représentation d’Helffer-Sjostrand, voir par [ex-
emple]| [58, 59, 60, 61|, repose sur la commutation entre un opérateur et un gradient.
Cette opération faite, un second opérateur, nommé Laplacien de Witten, apparait et
posséde selon les modéles un certain nombre de propriétés exploitables. Dans notre
cadre, nous faisons des hypothéses de convexité sur le potentiel pour faire apparaitre
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naturellement le générateur d’'une marche aléatoire. Nous pensons que I'hypothése de
stricte convexité devrait pouvoir étre techniquement surpassable, e.g. [27], et nos ré-
sultats devraient pouvoir étre étendus a des classes de potentiels convexes perturbés,
a linstar des travaux [16, 70, 78, 95]. Nous renvoyons aussi a [36] pour un exemple
d’emploi de ces techniques dans le cadre du modéle V.

Nous résolvons la difficulté rencontrée dans [15] sur I'emploi de la représentation
d’Helffer-Sjostrand sur des graphes généraux en proposant tout d’abord, dans la sec-
tion 4.3, une approche dite par site, puis, dans la section 4.4, en suivant ’approche
initiale de la représentation d’Helffer-Sjostrand issue de [15], en donnant un résultat
partiel sur Z? et une autre classe de potentiels convexes.

4.2 Notations et résultats

Dans cette section, nous présentons les notations ainsi que le résultat principal de ce
chapitre.

Soit G = (S,F) un graphe connecté, ou l'ensemble des sommets est noté S et
I’ensemble des arétes non orientées est noté¢ FE, tel que le degré de chaque sommet
soit uniformément borné par une constante d > 0. De plus, nous fixons un sommet du
graphe que nous nommons origine, noté 0, et nous définissons d¢ la distance de graphe
et |-| la distance d’un point a l'origine. Puis, pour des raisons pratiques qui apparaitront
comme claires plus loin dans le chapitre, on orienteélrbitrairement les arétes, et I’'on note

I’ensemble de ces arétes orientées et I’ensemble B I’ensemble des arétes orientées d@gs

le sens inverse, i.e. B = < (y,x): (z,y) € }; on introduit I'ensemble B = B U B.
Pour standardiser les notations, on notera e = {x,y} une aréte non orientée de E et

x
b = (z,y) une aréte orientée (appartenant donc a ﬁ ou B). Pour deux sommets z et y
appartenant a S, on note x ~ y si 'aréte e = {x, y} appartient & F. De plus, pour tout
sommet = € S, on définit la fonction sgn, : B — {—1;0;1} la fonction qui a une aréte
orientée b = (y, z) associe :

-1 siy==x
sgny (b)) =<1 siz==x

0 sinon

On appelle environnement, ou configuration, un élément n = (1,),.s € 2 = RY et on
introduit 'ordre partiel > : pour deux environnements o et 7, 0 > 7 si et seulement si
Ve € S,0, > n,. Ainsi, on définit la notion de fonction croissante, c¢’est-a-dire qu’une
fonction f est croissante si pour toutes configurations n, o :

oczn=f(o)=f(n)

On définit la fonction H : Q — R qui a n associe H (1) et on nommera dans la suite H
le potentiel du systéme. Dans la suite de ce chapitre, on fera les hypothéses suivantes :

76



4 La représentation d’Helffer-Sjostrand pour la dynamique de Ginzburg-Landau

Hypothése 1 (Indépendance). Il eziste une fonction V: R — R telle que le potentiel
sécrive H(n) =Y cqV (1)

Hypothése 2 (Potentiel C?). La fonction V est deuz fois dérivables.

Hypothése 3 (Stricte convexité). Il existe deux constantes Cy > C_ > 0 telle que pour
toutn € Q, C, =2V'(n) > C_.

Enfin, on introduit les notations de dérivées partielles, 9, = # et ce pour tout x € S,
ainsi que 0, = 0, — 0, définie pour toute aréte b = (z,y) € B. La dynamique de
Ginzburg-Landau est définie par le systéme d’équations différentielles :

dn. (1) =3 sgna (b) (a,,H () dt + V/2dB, (t)> . zeS (4.2.1)
beB

olt (By (t)),cp est une famille de Brownien sur les arétes et indexée par I'ensemble des
arétes orientées. De ces équations différentielles stochastiques, on extrait le générateur
décrivant I’évolution de I’environnement que 'on note L£.. L’indice e a été choisi pour
signifier que ce générateur décrit I’évolution de ’environnement. Le générateur est donné
par :

Lf) = —5 S =0 f ()45 3 (0e—0,)H(n)x (0 ~,) f (n)
= = ) (0= 0)f)+ D> GHMmx(@:—0,)f(n) (422
= = %0 (n) + 0H () Do f ()

be B

ot f est une fonction locale, deux fois dérivables et de norme || f|| = > ¢ [|0.f] . finie;
ces trois hypothéses sur les fonctions seront toujours supposées dans le reste du chapitre.
Dans la suite, on note pour tout générateur L le semi-groupe associé (PtL)@O = (e‘Lt)t>0,
et plus particuliérement, lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité, on retirera I'indice pour le semi-
groupe issu du générateur de la dynamique de Ginzburg-Landau, a savoir que ’on notera
(Pt);=0 & la place de de (Ptﬂe)t20. La mesure réversible du processus de Ginzburg-Landau

sur un graphe fini est la mesure pu donnée par :

1

du () = — exp (=H (1)) dnp = % [Texp (=V (1)) dn.

oll Z est une constante de renormalisation. Cette constante de renormalisation existe
puisqu’on a supposé la convexité de la fonction V. Lorsque le graphe est infini, on

introduit un ensemble de mesures de probabilité (y,),.q données par :

e (r) =  exp (~V (1) dr
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o Z est une constante de normalisation. On définit la mesure p par g = Rzegpiy.
Pour conserver l'aspect probabiliste des notations, on notera P la mesure réversible
de cette dynamique, a savoir la mesure de Gibbs pu, et on notera [E l'espérance as-
sociée a la loi P. Enfin, pour les graphes finis, on note p := p(n) = ﬁzx n. la
densité et P, la loi conditionnée aux configurations de densité p et [E, I'espérance
associée a P,; puisque la dynamique est conservative, par le théoréme d’ergodicité,
on a limy, Pif (n) = E,[f] avec f € L'(P,). Notons aussi que E, est aussi une
mesure réversible pour la dynamique. Dans le cas des graphes infinis, la loi des grands
nombres nous assure que limy_.o Pif (n) = E[f] p.s. avec f € L'(P) et donc que
Cov(f;9) =E[(f —Ef) (g — Eg)]. De maniére générale, on notera P., = lim;_,, P;.

Nous définissons la marche aléatoire (X (t)),., sur les sites dont les taux de sauts
dépendent de I'environnement (7 (t)),., qui évolue selon le processus de Ginzburg-
Landau. Pour tout temps ¢, la marche aléatoire X (t) € S et le taux de sauts du marcheur
entre sa position et un de ses voisins est donné par V" (n, (¢)). La loi décrivant I’évolution
jointe de '’environnement et du marcheur est notée par P7 (.) =P (.|X (0) = x;71 (0) = o).
On note L] le générateur de la marche aléatoire qui agit sur les fonctions f : S — R
s’écrivant pour tout x € S et Vnp € 2 :

Lof (@)=Y _V"(n)(f (z.0) = f (x.m))

zZ~T

On a choisi l'indice p pour signifier que ce générateur agit sur la position. Enfin, on
définit le générateur L = Id ® L. + £, ® Id, le générateur décrivant I’évolution de
Ienvironnement et de la position de la marche aléatoire. Ce générateur agit sur les
fonctions F': S x 2 — R de la maniére suivante :

LF (2,n) = (I1d® L) F (2,n) + (L, ® 1) F (r,) Vo€ S¥peQ  (42.3)

Pour simplifier les notations, on effectuera un abus de notation en utilisant £, pour le
générateur /d ® L, mais aussi £, a la place du générateur £, ® Id de telle sorte que 1'on
pourra écrire L = L. + L,,.

Le théoréme suivant est le résultat principal de chapitre. Il compare la covariance
entre 7, et P, a I'évolution de la marche aléatoire en milieu aléatoire. Ce résultat
étend un résultat similaire obtenu dans [15] dans le cas particulier ou le graphe S = Z
et £ = {{i,i+ 1};i € V}. Nous supposons ici que G = (5, F) est un graphe connecté
tel que S soit un ensemble infini et dénombrable et le degré maximal de chaque sommet
est uniformément majoré..

Théoréme 4.2.1. Sous les hypothéses 1, 2 et 3, on aVx,y € S :

Cov (n; Piny) < —

Cov (ng; Pimy) =2 —=—
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Remarque 4.2.2. Si I'on dispose de bornes en temps et en espace sur les coefficients
P7 (X (t) = y), alors ces bornes s’appliquent immédiatement au modéle de Ginzburg-
Landau. L’étude de la décroissance hors diagonale, Cov (n,; P, ), était la motivation
principale de travail. De plus, si C_ = (', alors nous avons des égalités dans le théoréme
ci-dessus et la marche aléatoire est une marche aléatoire simple sur les sommets.

4.3 La représentation d’'Helffer-Sjostrand par site

Dans cette section, nous présentons la preuve du théoréme principal. Pour cela, nous
commencons par donner le cceur de la preuve en nous appuyant sur deux lemmes qui
seront prouvés plus loin.

4.3.1 Preuve du théoréme 4.2.1

Pour prouver le théoréme principal, on énonce deux lemmes clefs que nous prouverons
dans les sections suivantes. Ces deux lemmes sont largement inspirés de [15].

Lemme 4.3.1. Pour tout t > 0 et pour tout x,y € S, on a l’égalité suivante :

Cov (V' (1) ; Pey) = B[P (X (t) = y)]

x

Lemme 4.3.2. Pour toutes fonctions croissantes f et g dans le domaine de L. , on a
[inégalité suivante :
Cov (f; Pig) =20

A partir de ces lemmes, la preuve du théoréme principal devient immeédiate :

Preuve du théoreme 4.2.1. Considérons deux sommets = et y de G et les fonctions f :
Q) — Ret g:Q— R définies par :

fn) = LV’(mc)—mc

gm) = ny

Puisque f et g sont croissantes, d’aprés le lemme 4.3.2, on obtient :
1
Cov (f; Pg) = 0= Couv (n,; Pin) < C—(Cov (V' (n.); Py
Puis, on utilise le lemme 4.3.1 ce qui conclut la preuve de la premiére partie du théoréme.

On réutilise le méme raisonnement en notant que la fonction f : n — n, — C%FV’ (1) est
croissante. Cela conclut la preuve du théoréme 5.2.2. O

On énonce un corollaire & ce théoréme.
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Corollaire 4.3.3. Sous les hypothéses 1, 2 et 3, alors pour toute fonction f: Q — R
dans le domaine de L, telle que :

£ =D 110:f o < o0 (4.3.1)

z€eS

on a linégalité suivante :

Cov (f; Pf) < =~ HfH sup B [P (X; = )]

zeSsS

De plus, si [ et g sont deuz fonctions L? (P) croissantes alors,

ISP Nlgll

CO/U (f) Ptg) C,

sup E [P} (X; =y)]
zesupp(f)
yEsupp(g)

Preuve. La preuve de ce corollaire tient du fait que la condition (4.3.1) sur f signifie que
f est Lipschitzienne en toutes ses coordonnées. On note Ly (x) = ||0,f]|,, pour écrire
que :

|f () — f (") < Ly (x) |n — 0%

ol n* est une configuration telle que toutes ses coordonnées sont égales a celles de 7 sauf
(potentiellement) en x, i.e. Vy # x on a nj =1, . De cela, on obtient que les fonctions

g+ et g_ définies par g+ (n) =>_ Ly (z)n.+ f(n) et g—(n) =>_, Ly (x)n, — f (n) sont
des fonctions croissantes en toutes leurs coordonnées et donc par le lemme 4.3.2 :

Cov (Pg-;9+) = 0 < Cov (PtZLf (x) nx;ZLf (y) ny> > Cov (B,f; f)

ce qui donne :
COU f Pt Z Lf (COU (77337 Ptny)

La premiére partie du corollaire est prouvée en prenant le supremum sur les covariances,
en appliquant Cauchy-Schwartz, la concavité de la fonction racine et 'application du
théoréme 4.2.1. Si f et g sont deux fonctions croissantes alors par le lemme de compara-
ison 4.3.2 :

Cov (ZLf ﬁm;PtZL > > Cov <f;PtZLg(y)Vy/(77y)>
> Cov (f; Pig)

ce qui conclut le corollaire. O
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4.3.2 Preuve du lemme 4.3.1

Dans cette section, nous introduisons la représentation d’Helffer-Sjostrand, aussi nommé
technique d’entrelacs. On rappelle briévement que 'entrelacs est la commutation d’un
générateur et d’'un opérateur. Ici, nous commuterons le générateur L. et les opérateurs
de dérivées J,, nous permettant d’obtenir un second générateur L, dont la définition a
été donnée dans l'introduction de telle sorte que 0,L. = L0, . Le générateur L obtenu
est le générateur d’'une marche aléatoire en milieu aléatoire ce qui est I’élément clef de
la liaison entre ’évolution des masses et I’évolution d’'une marche aléatoire. Dans cette
section, on se place sur un graphe connecté dont le nombre de sommets est fini, ou
dont le nombre de sommets est infini dénombrable et le degré de chaque sommet est
uniformément borné par une constante.
On commence par donner la représentation d’Helffer-Sjostrand.

Lemme 4.3.4. On définit G (x,n) = 0,9 (n) ot g est une fonction dans le domaine de
L.. On a Uégalité suivante :

9:Leg (n) = LG (z,m)

ot L est le générateur de la marche aléatoire en milieu aléatoire défini en (4.2.3). Par
conséquent :

0. Pfeg (n) = PFG (z,n)

Preuve. Par définition :

0:Leg(n) = — Z OyOp0rg (1) + Z OpH (1) X 0p0.9 (0)
b
= Zc‘?baxH (n) X Dyg ()

= LO:g(n) + Y V" (n2) x (99 (n) = Dy9 (n)

Yy~
= (Le+Ly)0ug () = LG (z,n)
La conséquence tient de la définition Pl = exp (—Lt). O

Puis, nous commencons la preuve du lemme en rappelant la formule d’intégration
par partie. Sans perte de généralité, on peut supposer que [, exp (=V (r))dr = 1. On
commence par rappeler la formule d’intégration par partie suivante :

B, [f X Legl =By | > 0uf X (02— 0,)g| =E, | Y 0f x Oy (4.3.2)
LY T~y bE§

En effet, on utilise la régle de dérivation en chaine :

0: [(0x — 0y) g (n) exp (—H (n))]
= 0.0, — 9,) g (n)] x exp (—H (n)) (4.3.3)
—0,H (n) x (0 — 9y) g (n) x exp (—H (n)) (4.3.4)
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ce qui donne en utilisant la définition du générateur (4.2.2) :

E, [fxﬁeg] = -E,

f(n) x <— Y %@=0)gm+ > 890H(77)X(8$_ay)g(7]>>]

T,y Ty T,y Y

- E, Zaxf(U)Z(aw_ay)g<”)

Yy~

= E, | Y 0uf x(0—0,)g

Lz,y:z~y

=E, | Y 0f x Oy
be B

Puis, nous commencons par nous placer dans un graphe fini. Puisque la mesure est
ergodique, pour des fonctions f et g dans L?, on a :

Cov, (fs Pg) = E,[f x(Pg—E,|g])]

- e[ o)

+oo

= E, [/ fx EePSgds]
+<>ot

= / E, [f x L.Psg]ds
t
+oo

- / ZEP
t x

Reprenant ’équation (4.3.5), on fait commuter la dérivée et le semi-groupe en utilisant
le lemme 4.3.4 :

ds (4.3.5)

> 0uf % (0:Psg — 0, Pg)

yir~y

+o00 [
Couy(fiPg) = [ DB, | Y 0uf x (0uPg ~ 0,P) | s
t X

LY~y

— /:OOZEp > 0uf x (PLG (z,m) — PSLG(y,'n))] ds (4.3.6)

T Ly:z~y

oit on a posé G (z,1) = d,g(n), » € S, n € R®. On applique cette représentation aux
fonctions f : p+— V'(n,) et g : n +— n,. D’aprés la définition de £, et puisque pour
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toute fonction h, E[L.h] = 0, nous obtenons que :

+oo

(4.3.6) = E

T~

P

Z V" (77:1:) (PSLG (ZL’,??) — PSLG (y,n))] ds

yr~y

(6,26 ()] ds

&=

E, [(Ep + L.) PEG (, 77)] ds

E, [LP!G (z,n)] ds

+oo

OE, [PFG (z,n)] ds =E, {PtLG (x,m) — tlgrn PLG (z, 77)}

D’aprés notre choix de notre fonction g, la fonction G (z,7n) associée a la fonction f
devient donc G (z,m) = 0,9 (n) = 1,—,. On obtient :

Cov, (: Pg) = B, [ PAG (o) = i PFG (a.0)] =B, [2(X =) — i P10 =)

(4.3.7)
Sous nos hypothéses, la marche aléatoire est uniformément distribuée a la limite. De
plus, pour un graphe infini dénombrable, en fixant un sommet appelé origine, il suffit
d’appliquer le raisonnement ci-dessus sur le sous-graphe induit par ’ensemble des som-
mets a distance k de 'origine et pour tout temps ¢ > 0, prendre la limite & — oo dans
(4.3.7), concluant la preuve du lemme 4.3.1.

4.3.3 Preuve du lemme 4.3.2

Dans cette section, nous donnons une condition suffisante sur le potentiel pour que
I'ordre soit conservé au cours du temps. Nous suivons la preuve de [15] qui s’appuie
sur I'inégalité de Gronwall et nous étendons légérement le résultat. Cette condition de
conservation de l'ordre nous permet d’établir 'inégalité de corrélation FKG. En effet, la
preuve du lemme tient dans Papplication de I'inégalité FKG qui stipule que Cov (f;g)
est positive lorsque f et g sont croissantes. Lorsque f est croissante et que 'ordre est
préservé par la dynamique, alors P, f est croissante, ce qui conclut la preuve du lemme
4.3.2.

Nous suivons la preuve de [15, Lemme 4.8] ot le cadre produit est considéré (H (n) =
Y.V (n)). Nous étendons la preuve de la conservation de I'ordre dans le cas ou la
fonction de potentiel est la forme H (n) = >, Vi (n:) + >0 Vi (0 +1y). Notons
que cette preuve peut s’étendre a des fonctions potentiels plus générales. Nous étab-
lissons tout d’abord une condition sous laquelle le systéme d’équations différentielles
stochastiques préserve I'ordre.
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Lemme 4.3.5. Soient (V),cq €t (Viy), eg . deuz familles de fonctions C? (R, R)
telles qu’il existe 4 constantes Cy _,Co_,Cy 4 et Cyy telles que :

L’ordre partiel est conservé si :

> O

zZnoy

inf inf
T y~x

Preuve du lemme 4.3.5. On définit d’abord deux solutions (1 (t)),-, et (o (t)),5, du sys-
téme d’équations différentielles stochastiques (4.2.1) dirigé par la méme famille de mou-
vements Browniens (Bj, (t)),¢; 50 et telles que 1 (0) > o (0). La préservation de I'ordre
est & comprendre dans le sens suivant : Si 7(0) > o (0) alors pour tout ¢ > 0, on a
n(t) = o(t). On définit donc pour tout = € S la fonction ¢, : R, — R, la fonction
qui & t associe ¢, (t) = n, (t) — o, (t). Evidemment la fonction ¢, est continue et prend
comme valeur 0 en t = 0. Ensuite on définit la fonction ® : R, — R qui & ¢ associe
D(t) =D s (2d) "1 2 (¢) Lis.(t)<0y ot d est le degré maximal des sommets de S. On
note encore ici que ¢ est continue, positive, ® (0) = 0 et que sa bonne définition est
assurée par [96, Théoréme 2.1]. Cette fonction ® mesure (avec pondération) le nombre
de valeurs ¢, négatives. A l'aide du théoréme de Gronwall, on montrera que la fonction
® est nulle pour tout ¢t > 0.

Pour simplifier les notations, nous supprimerons la dépendance en ¢ des processus 7 (t)
et o (t) lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité en les notant 1 et o. Nous faisons de méme pour
les coordonnées, a savoir que nous noterons 7, et o, pour 7, (t) et o, (t). Pour établir
le théoréme de comparaison, on différencie chacun des termes de la somme de @ :

Ay (t) =d (0 (t) — 02 (1))
- Z Z Vy/,z (ny +1n2) — V;//z (oy +02)

y~r L~y

3V ) =Yy o) = (Vi () = Vi (0))

y~z

Counsidérons le cas ou ¢, (t) < 0, signifiant que 7, (t) < o, (). Par conséquent, de, (t)
est une fonction croissante en o, et nous minorons par o, = 7n,. Pour chaque terme,
nous allons mesurer la contribution des ¢ (¢) au terme de dérivée de ¢, (t). On observe
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pour cela que :

My
Viy e +1y) = Vi (e + 0y) = / V', (e + ) ds

‘/y/,z (77y + nz) - VEL/,,z (Uy + JZ) :V;;,,z (ny + 772) - ‘/;;/,z (Uy + nz) + V;;,,z (Uy + 772) - V;;/,z (Uy + 02)

Ny Mz
:/ Vy’fz (s+m,)ds+ / V;/”Z (o, + 8)ds
! ! Z;Iy 1! Z
%%%%@FJ\@@%

Ainsi :

do, (t >Z/

y~z

+ZZ/ V. (o, +s)ds

y~r zvy

ZV// 3+77z

z~Yy

VL (et 5) 4V () ds

Sous la condition du lemme, le signe sous les intégrales est positif. De plus, d’aprés les

conditions sur (Vz),cg €t (Viy), cg, e OB Obtient :
dés (t) 2D ¢y (t) Ly, 1)<0 ( [Z 02,+] — Co— + cl,+>
y~ vy
+ Z Z ¢z (t) ]1¢Z(t)<002,+
Y~z 2y

On rappelle la définition de la fonction ¢ :

(1) =D 27762 (8) Lip,<0)

zeV

Calculant sa dérivée et en notant Ci,op = Max, yymq [Zzw 0274 —Cy— +Ci 4, on
obtient :

t) < Z 21*|I|¢I (t) X ]1¢m(t)<0 X Cmax (Z ¢y ( ]1¢y(t <0 T+ Z ¢Z ]1¢Z )
eV Yy~ z~y

Et en utilisant I'inégalité qui Va,b € R, 2ab < a® + b?, alors il existe une constante C'
dépendante de C)q, et de d (le degré maximal) :

4o 2
721 <CxY )76 (1) Lo,w<o
zeV
<C xP(t)

85



4 La représentation d’Helffer-Sjostrand pour la dynamique de Ginzburg-Landau

Enfin, utilisant le lemme de Gronwall, on obtient que :
O (t) < P(0) xexp(C xt)
Puisque @ (0) = 0, le résultat est montré. O

On peut maintenant prouver le lemme principal de cette section.

Preuve du lemme 4.3.2. Comme écrit plus haut, il suffit de montrer que I'inégalité FKG
est vérifiee. Pour cela, on s’appuie sur le critére du théoréme 3 de [90]. Prenons deux
configurations o et 1, en notant (nV o), = max{n,, 0.} et (n A o), = min{n,,o,}, le
critére impliquant 'inégalité FKG est le suivant :

pVo)umne)zp(o)mn) (4.3.8)

Ce critére est immédiatement vérifié dans le cas produit puisque
V(nvo),)+V(lnAo),) = V() +Vie), VYees

et donc, Pinégalité (4.3.8) est une égalité dans notre cas, ce qui conclut la preuve du
lemme. L]

Remarque 4.3.6. 11 est simple de voir que I'inégalité (4.3.8) n’est pas vérifiée dans le cas
ot la fonction de potentiel H s’écrit sous la forme H () = >° V (n.)+_, ., Va (0. + 1),
ou V5 est une fonction strictement convexe, en conséquence de quoi I'inégalité FKG n’est
pas établie.

4.4 Potentiels V; et la représentation
d'Helffer-Sjostrand par aréte

Dans cette section, nous étudions le cas ol la fonction de potentiel n’est plus une fonction
“produit”. En effet, en ajoutant des corrélations entre des sommets qui ne sont pas
voisins, on perd d’une part le lemme de comparaison (voir la remarque 4.3.6), d’autre
part la représentation de Helffer-Sjostrand par site ne fonctionne plus, voir la section
4.4.1. Le laplacien de Witten obtenu lors de la commutation de 0, avec L, n’est plus un
générateur de marche aléatoire. Cependant, nous pouvons utiliser 'approche développée
dans [15], que nous appelons représentation d’Helffer-Sjostrand par aréte, en commutant
non plus 0, avec L, mais 0, avec L.. Cette approche fait apparaitre une marche aléatoire
en milieu aléatoire sur les arétes et non plus sur les sites. Nous étendons une partie du
travail de [15] en considérant des graphes plus généraux. L’approche améne a un résultat
qui est encore difficilement exploitable.
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4.4.1 Remarque préliminaire

Dans cette section, on utilise la représentation d’Helffer-Sjéstrand par site lorsque la
fonction de potentiel n’est plus “produit” et nous montrons qu’il n’y a pas de représen-
tation en terme de marche aléatoire a I'inverse du cas de la section 4.3.

Dans la suite, on considérera qu’il existe deux fonctions Vi et V5 telles que le potentiel
s'écrive H (n) = >, Vi (n:) +2_,., V2 (: +ny). On maintient les hypothéses 2 et 3 que
I'on étend a la fonction V5. Nous remarquons que I'hypothése (1) n’est plus vérifiée.
Pour effectuer I'entrelacs, on introduit un second opérateur L, ,. En définissant £° par

LOF (z,m) =3, . F(x,n) = F(y,n), on écrit :

LopF (z,m) = > V3 (ny+na) [L°F (y,n) + F (,n) = F (y, )]

x?y
Y~

On établit la proposition suivante :

Proposition 4.4.1. Soit Ly = L. + L, + L2,. Alors, on a l’égalité suivante pour toute
fonction f : Q — R dans le domaine de L., x € S, on a : O, L.f () = LoF (z,-) o0
F(z,)=0.f()

Preuve. En notant que 0, H (n) = V{ (n:) + >_,., Vo (0 +1ny), de méme que dans le
lemme 4.3.4, on obtient immédiatement :

OnLef = Y —0,000uf + OpH.00,f + 0,0, H.00f

be_B’
= Z :r: Z, ) —F (y> ))
+ZZ 77&:"‘771/ (F(yy')_F(z7'))

= LF(x,)+ LyF (z,)+ LopF (z,-) = Lo F (z,)
0

L’emploi de la représentation d’Helffer-Sjostrand s’appuyait sur le fait que £, était
le générateur d’une marche aléatoire. Ici, le générateur £, + Lo, décrit le générateur
d’une marche aléatoire seulement dans le cas o le principe du maximum est vérifie. Ce
principe est vérifié seulement dans le cas ou le graphe est d—régulier et ou V! = C =
d x V. Ce résultat restant trés insatisfaisant, il est nécessaire d’approcher le probléme
et l'interprétation d’Helffer-Sjostrand sous un autre angle. C’est 'approche utilisée dans
[15, 24].

4.4.2 Notations et résultats

Dans cette section, nous introduisons les notations supplémentaires dont nous avons
besoin pour prouver le théoréme présenté a la fin de cette section. Nous nous plagons
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4 La représentation d’Helffer-Sjostrand pour la dynamique de Ginzburg-Landau

dans Z? pour simplifier la présentation, mais nos résultats se généralisent au cas des
graphes engendrés par un groupe.

Dans la suite, nous considérons donc le graphe G = (S, E) ou S = Z* et E est
’ensemble des arétes entre les plus proches voisins, £ = {{z,y} : x,y € Z*, ||z — y||, = 1}
avec ||H2 la norme 2 usuelle. On note e; le vecteur (1,0), ey le vecteur (0,1), e_; = —e;
et e_o = —ey. On reprend dans cette section les notations définies dans I'introduction
a propos des arétes orientées. On dit que deux arétes b,b' € B = B U B sont voisines,
noté b ~ b, si et seulement si 9,0y H < 0. On définit 'ensemble des arétes orientées
B - {(x,x+€1),(z,z — e3) ,x € Z*}. On définit deg(b) le nombre de voisins de D'aréte
b. Enfin, pour toute aréte b = (z,y), on écrit b := (y,x) 'aréte en sens opposé a b.
On définit les opérateurs de translations 0., et ., agissant sur les arétes et définies par
O, (x,y) = (x+ e,y +e1) et O, (z,y) = (x+ e,y + €2).

On effectue ’hypotheése supplémentaire suivante : il existe une constante C, telle
que sup{V/",VJ’} < Cy. On définit Cpp = (Cy + 1) X maxpdeg (b). Enfin, on écrit
(b)) = =3y OOy H (n) — 0p0,H (n).

Nous définissons la marche aléatoire (X (t)),., sur les arétes dont les taux de sauts
dépendent de I'environnement (1), qui évolue selon le processus de Ginzburg-Landau.
Pour tout temps ¢, la marche aleatoure Xt € E et les taux de saut du marcheur entre les

arétes b et b/ telles que b ~ U et b’ # b sont donnés par —d,0y H (1), et lorsque b/ = ?,
le taux de saut est donné par (Cpa: — 7 (b,n)) /2. La loi décrivant 'évolution jointe de
Penvironnement et du marcheur est notée par Py (.) = P (.|X"*(0) =b;n(0) =0). On
note L3 le générateur de la marche aléatoire qui agit sur les fonctions f : B X  — R
donné par :

LoF (bn) = Y 00 H (n) (F(V,n) — F (b))
vas

' (Coae _QW (b,)) (F (%7 7,) — F (b, n))

On a choisi I'indice p pour signifier que ce générateur agit sur la position. On introduit
I'opérateur L'"Pagissant sur les fonctions F': B x 2 — R de la maniére suivante :

L™ F (b, ) = LF (b, n) Za &H (1) .F (¢, n)

CGB

Enfin, on définit le générateur L* = L. + L, le générateur décrivant 1'évolution de
Ienvironnement et de la position de la marche aléatoire. Ce générateur agit sur les
fonctions f : B x 2 — R de la maniére suivante :

L°F (b,n) = LF (b)) + LSF (by)  Vbe B

Dans cette section, on prouve le théoréme suivant :
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Théoréme 4.4.2. Supposons que la fonction de potentiel H s’écrive H (n) = > Vi (n:)+
> ymn V2 (e +my). Alors pour tout sommet x,y € 72, on a légalité suivante :

Cov (0.H (n) ; Pmy)
= eUmastR |:P(Z7,z+el) (X (t) = (y7 Y+ 61)) - P(Zﬂ,m—o—el) (X (t> - (y ten y))i|

FO R [P (X (1) = (9. = 2)) = Bl oy (X (1) = (= e2.)
1

=Y

Remarque 4.4.3. Ce résultat est un résultat trés partiel. En effet, comme expliqué plus
loin dans la section 4.4.4, nous ne sommes pas arrivés a exploiter ce résultat et a exhiber
un comportement diffusif. Le terme exp (Cq,t) devrait étre compensé par la différence
des probabilités de transition mais cela s’avére difficile & montrer. Cependant, certaines
pistes prometteuses restent a explorer pour utiliser ce résultat.

4.4.3 Preuve du théoréme 4.4.2

Dans cette section, nous prouvons le théoréme 4.4.2 en donnant une représentation
d’Helffer-Sjostrand par aréte, approche initiale utilisée dans [15, 24]. On commence par
donner la représentation, puis on prouve le théoréme.

Pour rappel, par la formule d’intégration par partie donnée en (4.3.2), on a :

Z Opf X Opg

beB

E[L.f xg] = %E = %E \2AY]

ol I'on a introduit la notation Vf = (Opf)pep €t ol on a introduit le produit scalaire
XY =3 ayyp avec X = (3),c5 €t Y = (Ub)cp- En préliminaire, on établit le lemme
de représentation d’Helffer-Sjostrand par aréte.

Lemme 4.4.4. Soient la fonction g : Q — R et la fonction G : B x Q) — R définie par
G (b,n) = Obvg (1), on a linégalité suivante :

OpLeg (n) = LG (b,n)
De plus, on a les égalités suivantes :
O PFg(n) = PG (bn) = Ot PY G (b, )
Preuve. A 'image de la preuve du lemme 4.3.4, on écrit pour une aréte b € B :

OLeg = Y —0:0:009 + 0:H.0:0bg + 0p0.H.Ocg
B
1
= 3 Z —0,0:.0,g + 0.H.0.0,9 + 0,0.H.O.g

ceB

1
= Lehg+ 3 > " 0.0,H.0.9 (4.4.1)

ceB

— LtempG (b, )
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Puisque 0. = —0< on a 0,0.H.0. = 0,0< H.0«, cela, appliqué aux termes de la somme
du second terme de (4.4.1) tels que 9,0.H > 0, ¢ # b, nous permet d’obtenir :

% > 00HOg = Y h0H.O + 00,H.0,

ceB c~b

c#b
= Y h0H. (9 — 0y) — 7 (b.n) Oy
c~b
= Z abacI—I- (ac - ab) + (Cmaz -7 (b7 77)) ab - Cmamab
c~b
C’mam - ba
= Z ObﬁcH. (8C - ab) + ( 27T( n)) (ab - a%) - Cma:rab
c~b
= £Z - Cma:rab

On obtient que L*™ = [* — C,,..Id. Ainsi, en rappelant que PF = exp (—Lt) et que
le terme Id commute avec tous les opérateurs, on obtient que :

Ltemrt (L~ Cmazld)t __ _Cmaxt DL®
P — P max —e max Pt

On peut maintenant prouver le théoréme de cette section.

Preuve du théoréme 4.4.2. Sans perte de généralité, on peut considérer que z = 0 (Porigine).
En notant f (n) =n, et F (b,n) = dyf (n) = sgn, (b), on a par définition PX"F (b,n) =

Y oeen By (X (t) =c) F (b,-). En réutilisant 'argument d’ergodicité de la preuve du
lemme 4.3.1 et le lemme 4.4.4, on a :

Cov (0o H; P.f)
1 oo
= 5 Z/t E [abaoH X 0bPSf} ds

beB

1 +00 e
_ 52/ E[&,&OHXPSL PF(b,-)} ds

beB V1t

+o00
_ %Z/ Crmast]y [81)30H x PLF (b, )} ds
t

beB

- %ZZ/t mecmaztE [0,00H x P, (X (t) = c) x sgn, (c)]ds  (4.4.2)

beB ceB

A T'image de la preuve du théoréme principal, on fait apparaitre un générateur, ici
L'*™P_ pour obtenir une dérivée sous l'intégrale. Pour ce faire, on utilise I'invariance par

translation du systéme (puisque 7, < n. et que le graphe considéré est (Z% B?)) a de
nombreuses reprises. La suite de la preuve est inutilement technique dans le cas ou le
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potentiel comprend les termes V5, et puisque la structure de la preuve est la méme, nous
allons nous restreindre au cas ot le potentiel est de la forme H () = > Vi (n,). Pour

toute aréte b € § et pour ¢ = (y — e, y), par invariance par translation :

E [0,00H x P, (X* (t) = ¢) x sgny ()]
= E[Opte,0e,H x Py, (X (t) =c+e1) x sgny (c)] (4.4.3)

Notons ici que sgn, (¢) = 1. De méme, pour I'aréte ¢ = (e2 + vy, y), on obtient :

E [0p00H x P, (X (t) = ¢) x sgny ()]
= E[0y-e,0_c,H x Py, (X (t) = c—e2) X sgny (c)] (4.4.4)
Notons ici que sgn, (¢) = 1. Nous effectuons les mémes translations avec les termes en

¢ = (es + y,y). En reprenant la définition de L' donnée par (4.4.1), avec b = (0, e1),
nous avons :

em 1
LI"™PF (b,) = ceF(b,-)+§ZacabeF(c,-)

ceB

= L.F(b-)+ % > 0.0, H x F(c,) = 0.00H x F(c,-) (44.5)

ceEB
De méme, avec b = (0, —ey), nous avons :

em 1
LPE (b)) = LF (b)) + 5 > 0.0,H x F(c,)

ceB

— LF(b)+ % S 0.0 H x Fc,) — 0.00H % Fc,") (4.4.6)

ceB

En repartant de (4.4.2), en utilisant (4.4.3) et (4.4.5), nous commencons par traiter les
termes de B de la somme sur ¢ € B. Tout d’abord lorsquec € Iy = {(y,y +e1); (y —e1,y)}
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et en rappelant que pour toute fonction h, nous avons E [£.h] = 0, nous obtenons que

LSS [ B ¢ B 5= 0 x s ()]s

bEB ceh

- 5 Z/ eCmes' B [9,00H x Py (X (s) = (y,y + 1)) X sgny (y,y +e1)] ds
t

beB

+5 Z/ e“mert B [0,00H x By (X (s) = (y — e1,y)) X sgny (y — e1,y)] ds

=
_ -; / Ot (9,00 H x P (X () = (3,9 + 1)) x (~1)] ds
! z; / m (0,0, H X Py, (X (5) = (yy + 1)) x 1] ds
_ 1; / " Ot (9 (0, — Bo) H x Py (X*(5) = (3, + e1))] ds
_ /t T st (L Y (Fy (0, e1) ,-))] ds (4.4.7)

ot F1(b,n) = Ly—(yyte;). De méme, en utilisant (4.4.4) et (4.4.6), pour ¢ € I, =
{(y +e2,9);(y,y — e2)}, nous obtenons :

_ZZ/ Cmes [9,00H x Py (X (s) = ¢) X sgny (c)] ds

beB cels

1

+o0o
= 3 Z/ e [B,00H x Py (X (s) = (y,y + €2)) X sgny, (y,y + €3)] ds

beB

—+00
+= Z/ e B [0,00H x Py (X (s) = (y — €2,y)) X sgny (y — e2,y)] ds
beB 7t

+0o0
= / eCmer*E [L'"P PFFy (0, —es) , )] ds (4.4.8)
t

0l Fy (b,1) = Ly—(yy—ep)- Puis, en utilisant les identités e“mess PL* = PL“™ et 9, PF"™" =
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Ltemp PL™ “on intégre les termes (4.4.7) et (4.4.8) pour obtenir que :
(4.4.7) + (4.4.8)
+oo
= [ E[L R (B (0.6) ) + R (0.-e2) )] ds
t

= E[PF (R ((0,01),) + Fa (0, ~¢) )]

— Jim B [RE (R ((0,e1) ) + F ((0, —e3), )]
= Omert ] [P (Fy ((0,1) ) + F ((0, =) , )]
eCmazty [PtLa (F1((0,€1),) + F» (( _62) 5 >)]

= O [Py (XU () = (g, y+e1) + Pl ey (X () = (4,4 — €2))]
— lim e“ 'R [P, (X (t) = (4,4 + €1)) + P _ep) (X (1) = (4,4 — €2))]

t—+o00

<_
On réitére ces procédés de calculs pour les ¢ € B de (4.4.2), pour obtenir le résultat
final, ¢’est-a-dire que :

Cov (00 H; Ptny)
= DR [Py (X (1) = g,y +e1)) + P ey (X (1) = (y,y —e2))]  (4.4.9)
et B [Py o) (X (8) = (y + €1,9)) + Plg ey (X (1) = (y — €2,9))] (4.4.10)
— lim ' [Py ) (X (1) = (4,5 + €1)) + P, _epy (X (1) = (4,4 — €2))]

t—+o00

+ lim Ot By ) (X0 (8) = g+ ea,)) + Plo_y (X (1) = (3 — 2.9))]
Le signe — venant du fait que sgn, (y,y + 1) = —sgn, (y + e1,y) = —1. Enfin, puisque
par intégration par partie Cov (0gH;ny) = 1,—, et lorsque t = 0, on a (4.4.9)+(4.4.10) =
2 x 14—y, cela conclut la preuve du théoréme. O

4.4.4 |dées et extensions

Dans cette section, nous donnons des pistes de réflexions pour exploiter le résultat du
théoréme 4.4.2. Nous considérons le graphe Z? et que les potentiels V,, sont les fonctions
carrées, i.e. V, (r) = %7”2, et ou les potentiels V, , sont identiquement nuls.

En reprenant les calculs, on obtient que C,,,, = 4 est la plus petite constante telle que
L® soit un générateur de marche aléatoire. On n’étudiera que la quantité Cov (19, Pin)-

D’aprés le théoréme 4.4.2, on obtient que :

Cov (0, P) = €"E [Pl (X (1) = (0,e1)) = Py, (X (1) = (1,0))
B[Py (X7 (8) = (0,=€2)) = Py (X (1) = (=e2,0))]
—1
= 26V [P, (X (1) = (0,e1)) — By, (X () = (e2,0))] ~ 1

| S

(4.4.11)
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On introduit d’abord le graphe en cerf-volant, figure 4.4.1, graphe dont les sommets
correspondent aux arétes du graphe de gauche, S., = E et dont deux sommets sont
reliés par une aréte si les arétes correspondantes dans le graphe Z? partagent un sommet,

Ee, = {{{z,v},{y,2}},2,y,2 € Z*}.

N N

IR SR o QRS O S8

O R foass? O\

Figure 4.4.1: & gauche “Z? usuel”; & droite, le graphe en cerf-volant

Y
(0,e1

sur le graphe en cerf-volant et de faire un nombre pair de pas. De méme Py, (X (t) = (e1,0))
correspond a la marche sur le graphe en cerf-volant en un nombre impair de pas.

En notant C'V, le graphe en Cerf-Volant, on peut alors définir une marche aléatoire
(xv (t))@O sur les sommets, définir les événements (p;),, événements constitués de
I’ensemble des trajectoires du marcheur ayant fait un nombre pair de pas jusqu’au temps

t et (i), les événements constitués des trajectoires du marcheur ayant fait un nombre
impair de pas. On réécrit alors

On peut remarquer que P, ) (X (¢) = (0, €1)) correspond a la probabilité de marcher

IP)7(70,e1) (X (t) = (0,€1)) — IP>?o,el) (X (t) = (e1,0))
=P? (X (t) =z Np) =P (XY (t) =2Ni,)

ot x est un sommet de C'V.

L’étude de cette quantité n’est pas immeédiate, et on obtient un résultat partiel en
coloriant en vert les sommets de C'V obtenus & partir des arétes horizontales de Z? et
en noir les autres sommets. On note Verts, 'ensemble des sommets verts et Noirs
I’ensemble des sommets noirs, voir figure 4.4.2. On montre la proposition suivante :

Proposition 4.4.5. Pour tout t > 0 et tout sommet v € Verts, on I’égalité suivante :
P! (XY (t) € Vertsnp,) —P1 (XY (t) € Vertsniy) =PI (XY (t) € Verts) e

Preuve. Les sommets verts étant tous équivalents entre eux et les noirs entre eux, on
remarque alors que le graphe C'V peut étre obtenu en dupliquant le graphe 4.4.3. On se
retrouve alors a étudier un graphe & 2 points dont le taux de transition entre le point 1 et
le point 2 est de 4 et les taux de transitions entre le point 1 et lui-méme, et le point 2 et
lui-méme sont de 2, voir figure 4.4.3. Ainsi, la parité du nombre de sauts est entiérement
dépendante des sauts sur les boucles qui est alors indépendante de la position (Noire ou
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Figure 4.4.2: Sommets Noirs et Verts du graphe en cerf-volant

Figure 4.4.3: Graphe duplicable et graphe réduit

Verte) de la particule. Ainsi,

P! (XYY (t) € Vertsnp,) = P
P! (XYY (t) € Vertsniy) = P

(XY (t) € Verts)

Py (pe)
(XY (t) € Verts) P

(it)

La parité du nombre de sauts est donnée par une loi de Poisson de paramétre 2¢ :

7 7
v v
7 i
v v

(p;) = e *cosh(2t)
(i) = e *sinh(2t)
Pl (pe) —Pl(p) = e

Ul

v
Y
v

~

ce qui finit de prouver la proposition.

95
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un probléme de percolation appelé la conjecture
du lit superposé. Ce probléme, dont I'origine est incertaine mais attribuée a Kasteleyn
[99, remarque 5| (dans les années 80), est né de I’étude de la distance de graphe au sens
de la percolation et de la possibilité de comparer la distance de u & v et la distance u a
w, trois points d’un graphe. Il existe de nombreuses reformulations du probléme dans
des modéles similaires, par exemple dans le modéle d’Ising |56, ou encore en terme de
marche aléatoire [18, 55]. Nous commengons par présenter 1'état de I'art et les résultats
provenant de ’étude du modéle. Dans la seconde section, nous introduisons 1’ensemble
des notations ainsi que le résultat principal. La preuve du théoréme est donnée dans
la troisiéme section et s’appuie sur un ensemble de lemmes techniques prouvés dans la
quatriéme section. Enfin, notons que dans I'approche combinatoire du probléme, nous
avons di utiliser une approche par ordinateur pour prouver I’'un des lemmes.

5.1 Introduction

Le modele de percolation indépendante par aréte a été trés largement étudié ces derniéres
décennies et pourtant, de nombreux résultats trés intuitifs sont trés difficiles & démontrer
rigoureusement. C’est le cas de la conjecture du lit superposé (“Bunkbed Conjecture”
en anglais), dont la formulation initiale est attribuée a Kasteleyn, qui étudie la notion
de distance de graphe a travers la notion de percolation. Informellement, le modéle de
percolation, présenté dans l'introduction, fait partie des modéles de graphes aléatoires :
a partir d’'un graphe donné, pour chacune des arétes, on la conserve avec probabilité
p et on la supprime avec probabilité 1 — p. On note p le paramétre de percolation.
Naturellement, le sujet d’étude principal est la connectivité des sommets les uns entre
les autres en fonction du paramétre de percolation.

Le graphe en lit superposé d'un graphe G = <I~/,E> est le graphe G = (V| E),

informellement écrit G = G x K, constitué de deux copies du graphe G auxquelles
nous ajoutons des arétes connectant les sommets (x,0) et (x,1) et ce pour tout sommet
z €V, voir la figure 5.2.1. Dans la construction de ce graphe, il est naturel de distinguer
les sommets du “bas” s’écrivant (z,0) et les sommets du “hauts” s’écrivant (z,1). La
conjecture du lit superposé (voir [56] pour une formulation dans un cadre plus général)
suggére que deux sommets u = (z,0) et v = (y,0) sur le niveau du bas sont plus
proches I'un de lautre que les sommets u et v' = (y,1), le sommet “symétrique” de
v. La proximité doit étre comprise dans ce cadre a travers le prisme de la percolation,
c’est-a-dire que plus deux sommets sont proches, plus la probabilité de connexion de ces
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sommets est élevée.

La littérature traitant de la conjecture du lit superposé est assez pauvre méme si
le probléme a suscité 'intérét de nombreux chercheurs. Tout d’abord, nous citons les
travaux de S. Linusson et M. Leander, [72, 77|, qui prouvent la conjecture pour une sous-
classe des graphes planaires, appelés “outerplanar” et les graphes en roues. Cependant,
la méthode de preuve combinatoire utilisée, dite de contre-exemple minimal, ne semble
pas pouvoir s’étendre & des graphes ne possédant pas une structure géométrique précise.
Un résultat 1ié a I’étude de la conjecture du lit superposé est I'inégalité de corrélation
de deux événements croissants conditionnés par un événement décroissant, voir [99, 98|.

Puis, nous citons le travail de Higgstrom, dans [56], qui prouve la conjecture du lit
superposé pour le modeéle d’Ising sur un graphe général. Rappelons que le modéle d’Ising
attribue des valeurs 1 ou —1 aux sommets tout en introduisant une dépendance entre
les sommets. Dans ce cadre 14, il est montré que la valeur attribuée au sommet u influe
plus sur le sommet v que sur son symétrique v’

Dans le domaine des marches aléatoires en temps continu, la conjecture du lit super-
posé stipule que, partant d’un sommet u, le premier temps d’atteinte du sommet v est
en moyenne plus court que le premier temps d’atteinte du sommet v’. Formulée dans
[18] et prouvée dans [55], la conjecture est triviale dans le modéle de la marche aléatoire
a vitesse variable (modéle du chapitre 2).

On peut reformuler la conjecture du lit superposé dans le modéle de percolation in-
dépendante par aréte lorsque le paramétre de percolation est de 1/2 dans le cadre du
modeéle d’orientation aléatoire des arétes, voir |64, 77, 83]. Citons I'article 93] qui recense
une large partie des formulations équivalentes de la conjecture du lit superposé.

Dans ce chapitre, nous prouvons la conjecture du lit superposé dans le cadre de la
percolation par arétes indépendantes pour le graphe complet. Avant de donner I'idée de
notre preuve, nous commencons par donner des pistes de réflexions pouvant permettre
la résolution du probléme. En notant p le paramétre de percolation, i.e. la probabilité
que l'on conserve une aréte, on note P, (u <> v) la probabilité que u soit connectée & v et
P, (u <> v') la probabilité que u soit connectée a v'. Tout d’abord, on note qu’étudier la
dérivée des différences des probabilités peut mener difficilement au résultat, a savoir que
lorsque p = 0 ou p = 1 la différence est nulle. Puis, il est possible d’étudier la dérivée
du ratio de ces probabilités, a savoir le ratio suivant :

P, (u <> ')

P (a5 o) (5.1.1)

Cette idée 1a est développée dans la derniére section de ce chapitre. Une seconde méthode
possible est la définition d’une injection entre les graphes connectant u a v’ et les graphes
connectant u a v. Cette derniére approche est extrémement compliquée pour des raisons
qui seront expliquées plus tard. Enfin, une autre méthode possible est ’étude indirecte
de la probabilité de connexion, grace a la distance de premier ou de dernier passage de
percolation. En effet, on a clairement P, (u <> v) = E [maxp [[,.; we| olt le maximum
est pris sur I’ensemble des chemins I' reliant u a v.

Nous prouvons donc la conjecture du lit superposé pour le graphe complet avec comme
paramétre de percolation p = 1/2. Notre approche est purement combinatoire et repose
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sur la décomposition des configurations en différentes classes qui résolvent la conjecture.
[’idée est la suivante. Nous appelons la composante principale ’ensemble des sommets
connectés a w. Emnsuite, nous classons les configurations selon le nombre de sommets
du bas et de sommets du haut dans cette composante principale. En effectuant des
estimées sur la taille de ces classes ainsi que leurs probabilités de réalisation, lemmes
5.4.1 et 5.4.2, nous sommons de maniére appropriée, avec le lemme 5.3.1, pour conclure.

Dans la seconde section, nous introduisons les notations et le résultat principal que
nous prouvons dans la troisiéme section. Dans la quatriéme section, nous prouvons
les lemmes techniques et dans la derniére section, les résultats annexes ainsi que des
extensions possibles.

5.2 Notations et résultats

Dans cette section, nous introduisons formellement les notations et le modéle, puis nous

énoncons le résultat principal. On rappelle que le graphe complet a n sommets est noté
K,.

Figure 5.2.1: Graphe en lit superposé de K5 et un élément de G349

On appelle un graphe en lit superposé d'un graphe G = (V,E) (dit le graphe
d’origine), le graphe G = (V, E) (dit le graphe en lit superposé), donnés par :

V = Vx{0,1}
B = {{@0). 0.0} {z.y} € B}U{{=.1), (5 D} {zy} € Ef UL{(2,0), (=, 1)}}

Un exemple est donné dans la figure 5.2.1. 1l est naturel de distinguer les sommets qui
sont sur le graphe du dessous, I’ensemble des sommets (z,0) avec x € V, et les sommets
qui sont sur le graphe du dessus, c¢’est-a-dire les sommets s’écrivant(z,1). On appelle
le symétrique d’un sommet u du graphe du dessous, le sommet «'; ainsi, si u = (z,0)
alors v/ = (x,1). Dans la suite de ce chapitre, les lettres désignant un sommet seront
des sommets situés dans le graphe du dessous et les mémes lettres avec apostrophes
désignent leurs symétriques; ainsi, u = (z,0) et v’ = (z,1).

98



5 Conjecture du lit superposé

Le modéle de percolation se définit de la maniére suivante. A chacune des arétes
e € E, on associe une variable de Bernoulli w. qui prend la valeur 1 avec probabilité
p et la valeur 0 avec probabilité 1 — p. On appelle p le paramétre de percolation. On
dit qu'une aréte est ouverte (ou présente) si la variable de Bernoulli associée prend
pour valeur 1 et on dit que l'aréte est fermée (ou absente) dans le cas contraire. On
appelle ici configuration un élément w = (we) .5 € 2 = {0, 1}” et on note P, la loi des
configurations.

On appelle un chemin entre les sommets u et v, un ensemble v d’arétes telles que
v = {e1,..,en;e1 = (u, 1), 69 = (x9,23),...,€, = (x,_1,v)}. Pour une configuration
w, on appelle un chemin ouvert entre uw et v, un chemin dont toutes les arétes sont
ouvertes dans w; on note ce chemin u < v. Par abus de notation et lorsqu’il n’y aura
pas de confusion possible, on omettra la dépendance en w et on écrira u <> v au lieu de
u & v. Par convention, un sommet est toujours connecté a lui-méme, c’est-a-dire que
Yw e Q,u €V on au <> u. La conjecture du lit superposé, ou “Bunkbed Conjecture”,
stipule I'assertion suivante :

Conjecture 5.2.1. Pour tout graphe G, pour tout parameétre p de percolation, on a
["tnégalité suivante pour tout u,v:

P, (u <> v) > P, (u <> ')

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un cas particulier, le cas ou le graphe
d’origine est le graphe complet et ou le paramétre de percolation est 1/2.

Théoréme 5.2.2. Soit G = (V, E) le graphe en lit superposé du graphe complet & n
sommets, alors pour tout u,v € V:

P (u <> v) > P (u <+ 0)

1
2

Remarque 5.2.3. Nous avons choisi d’étudier le graphe complet car il semble accessible de
prouver I'assertion suivante : “Si la conjecture du lit superposé est vérifié pour le graphe
@G, alors il est vérifie pour le graphe G\ {e}, c’est-a-dire le graphe égale au graphe G
auquel on a retiré 'aréte e ”.

Remarque 5.2.4. Parmi les éléments triviaux, on peut noter que pour un graphe G
donné, il existe un réel pg € (0;1] tel que la conjecture soit trivialement vérifiée pour
tout p < pg. En effet, lorsque le paramétre de percolation est suffisamment petit,
seuls les chemins les plus courts peuvent étre ouverts selon la loi IP,, les autres ayant une
probabilité négligeable. Ainsi, puisque le chemin le plus court entre u et v est de longueur
inférieure de 1 par rapport aux chemins les plus courts entre u et v/, la conjecture est
prouvée.

5.3 Preuve du théoréme 5.2.2

Dans cette section, nous prouvons le théoréme principal. Pour cela nous introduisons
les classes de graphes évoquées lors de 'introduction et les résultats liés a leur étude.

99
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On rappelle que G = (V, F) est le graphe en lit superposé associé au graphe complet
K,,. On explique ici la stratégie de preuve du théoréme principal. Pour cela, nous fixons
u et v deux sommets distincts du graphe du bas, puis v’ le symétrique de v.

On regroupe tout d’abord les graphes selon leurs nombres de sommets, et on appelle
G 'ensemble des sous-graphes induits de G ayant k& sommets. Puis, au sein de ces
ensembles de graphes, on regroupe les sous-graphes induits de G' ayant = sommets dans
le graphe du dessous et y sommets dans le graphe du dessus, et on appelle G, ,, 'ensemble
de ces graphes. Enfin au sein de ces ensembles de graphes, on regroupe les sous-graphes
induits ayant z sommets du graphe du dessous ayant leurs symétriques dans ce méme
sous-graphe, et on appelle G, , . 'ensemble de ces graphes, un exemple est donné dans
la figure 5.2.1. Notons que puisque le graphe est complet, les graphes de chacun de ces
ensembles sont isomorphes.

On continue la décomposition des graphes en notant G I'ensemble des sous-graphes
induits contenant v et v, et G? I'ensemble des contenant u et v. Ainsi, on peut définir
Gry.=G'NG,y. et GPNGyy .. Lintérét de ces décompositions est dans la possibilité
d’estimer les tailles de ces ensembles et d’obtenir des comparaisons. On définit alors
trois quantités.

En notant |X| le cardinal de I’ensemble X, on définit tout d’abord la fonction C; :
N3 — N qui au triplet (z,y, z) associe C) (z,y,2) = }G;y?z}, correspondant au nombre
de maniére de choisir les x sommets du graphe du dessous, les y sommets du graphes
du dessus, ayant z sommets du graphe du dessous choisis et ayant leurs symétriques
choisis. De méme, on définit la fonction Cy : N* — N qui au triplet (z,y, z) associe
Cy (z,y,2) = |G2,,.|. Enfin on définit la fonction Cypp : N* — N qui pour un triplet
(x,y, z) associe :

Cy(z,y,2) — Cy(,y,2) + Cy (y,x,2) — Co (y,z,2) six#y
Ci(z,z,2) — Cy (z, 2, 2) six=y
(5.3.1)

Puis, on définit la fonction GC : N® — N qui au triplet (x,vy, 2) associe GC (z, v, 2)
correspondant au nombre de configurations connectant tous les sommets d’'un graphe de
Gyy.2, C’est-a-dire le nombre de Graphes Couvrants d’un graphe de G, ..

Enfin, on définit la fonction £ : N> — N qui au triplet (z,y,2) associe F (v, 2)
correspondant au nombre d’arétes FExtérieures & un sous-graphe induit G' € G,
c’est-a-dire les arétes dont 'origine et la fin ne sont pas des sommets de G'.

On note que C] et C5 ne sont pas des quantités symétriques en leurs deux premiéres
coordonnées, tandis que les fonctions Cy¢r, GC et E le sont.

Nous illustrons ces quantités avec la figure 5.3.1 dans laquelle nous avons représenté
un autre graphe que le graphe complet et ce pour une question de simplicité. Les arétes
dessinées avec des lignes pleines sont les arétes ouvertes et celles dessinées en pointil-
lées sont fermées. Les sommets verts et les arétes vertes correspondent aux sominets
appartenant a la composante principale. Les arétes rouges sont les arétes de la frontiére
qui doivent étre fermées, dans le cas contraire, la composante principale s’étendrait.
Les sommets bleus et les arétes bleues sont les éléments extérieurs de la composante
principale.

Cdiff (SL’,y, Z) = {

7y7‘z )
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5 Conjecture du lit superposé

Figure 5.3.1: Décomposition d’une configuration

Ces trois quantités permettent de décomposer les quantités que nous voulons étudier.
Les configurations w connectant u & v ont leurs composantes principales qui sont des
sous-graphes d’'un élément de nyz et dont le statut des arétes extérieures n’ont pas
d’influence. Notons C'P (w) la composante principale de w. On a P'égalité :

PUQ(UHU) = Z Z Z]lvl CP(w) X2E( ’yz)XP( )

@Yz G'=(V',E')EGL , .

= Z Z GC (z,y,2) x 2E@v2) 9= #F

z,Y,2 G'=(V',E') €G]

x,y,e

3G,y 2) X GO (1, 2) x 2502) 5 9
T,z

_ o—#F Z 2E(xy.2) oy (x7 Y, Z) Ch (5U> Y, Z)

x7y7z

De méme, on a :

Pyja (u ¢ 0') = 27#8 3 "2PevaGC (2,y, 2) Cy (2, y, 2)

l‘?yVZ
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5 Conjecture du lit superposé

En prenant la différence entre ces deux probabilités en réindexant, on obtient :
]P)l/g (U <~ U) — ]P)l/g (U <~ U,)
o #E Z (27 x GC x (C1 — Cy)) (z,y, 2)

Z,Y,%

= 2_#EZZ (2E x GC x Cdiff) (m,y,z)

220 x>y

= 27NN "N (28 X GO x Cuigy) (k+ i,k — i, 2)

220 k>0 ieN

+27#EN N N (28 X GO x Cuggy) (k+ 140k —i,2)  (5.32)

220 k>0 ieN
La preuve du théoréme repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 5.3.1. Il existe un iq tels que pour tout € € {0; 1}, pour tout i <ig on a :

GC(k+i+ek—iz) < GC(k+ig+ek—ig,2)
Ek+i+ek—iz) < E(k+io+ek—ig2)
Cdiff(k+i+e,k:—i,z) < 0
et pour tout 7 > 1g:
GC(k+i+ek—iz) = GC(k+iyg+ek—ig,2)
Ek+i+ek—iz) > E(k+io+ek—ig2)
C’diff(k%—i—ke,k:—i,z) 2 0

Lemme 5.3.2. Pour tout z > 0 et pour tout k > z, on a

k—z k—z
ZCdiff (k+ik—i,2) = ZCdz’ff (k+i+1,k—i,2)=0
=0 i=0

Pour terminer la preuve du théoréme, on commence par constater que grice au
lemme 5.3.1, lorsque i > iy, la quantité Cy;p est positive 28 x GC (k+ i,k —i,2) >
28 x GC (k +io, k — 19, 2), et lorsque i < iy la quantité Cyyp est négative et 28 x
GC(k+i,k—i,2) < 2 x GC(k+ig, k —ig,2). Enfin lorsque z = 0, c’est-a-dire
qu’aucun sommet n’est connecté a son symétrique, aucune configuration rentrant dans
ce cadre ne peut connecter v & v’. Ainsi, on obtient I'inégalité suivante :

k—z

(532) > Y 2P*Hr NGO (k4 g,k — i, 2) Y Caiy (ki +i,k — i, 2)
z>0 =0
k—=z
+ 3 20U 0AGO (ki + 1,k — i9,2) Y Caigy (k+i+ 1Lk—i,2) =0
z>0 =0

La derniére égalité est obtenue grace au lemme 5.3.2.
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5.4 Preuve des lemmes techniques

On commence par démontrer les deux lemmes techniques utilisés dans la preuve du
théoréme principal. On rappelle que n désigne le nombre de sommet dans le graphe du
dessous et on commence par montrer le lemme 5.3.1 en décomposant la preuve en trois
parties.

Lemme 5.4.1. Soient x,2',y,y/, z € [0;n]NN tels que x+y = 2'+y et z < min (z, 2", y, /).
Si |$ - y| > |$/ - y/| alors E([E,y,Z) > E(l’/7y/,2,’)

Preuve. Un calcul simple permet d’obtenir ’égalité suivante, pour tout a, b, c :
Ly 2
E(a,b,c):n(n—&—b)+§(a —a+b—b)+c

Puis pour montrer le résultat, il suffit de montrer le résultat pour x = 2/+1 >y =y —1,
la suite se déduit par itération. En utilisant I’égalité précédente, on obtient :

E(x+1,y,2) - E(x,y+1L,2)=2—-y >0

Lemme 5.4.2. Soient x,2',y,y/, z € [0;n]NN tels que x+y = 2'+y et z < min (z, 2", y, /).
St |‘,1j - y| 2 |$/ - y/| alors GC (l‘, Y, Z) > GC ($/7y/7 Z)

Preuve. De méme, pour prouver ce lemme, il est suffisant de prouver 'inégalité GC (z + 1,y,2) >
GC (z,y+1,2) pour x > y > z. Pour cela, on établit des bornes inférieures et
supérieures sur GC (z,y,z). Pour la borne supérieure, on utilise la borne triviale :

on borne le nombre de graphes couvrants par le nombre de graphes possibles avec en
ouvrant au moins une aréte verticale. Puisque dans un graphe complet & n sommets, il
yan(n—1)/2 arétes, on a :

z(z—1) y(y—1)

GC(z,y,z) <2 2 (2°—1)2 >

En tant que borne inférieure, il est suffisant de considérer le cas o tous les sommets
du graphe inférieur sont connectés entre eux, de méme pour les sommets du graphe
supérieur, et au moins une aréte verticale ouverte. :

GC (z,y,z) =2 GC (2,0,0) x (2* = 1) x GC (0,y,0)

Ainsi, on obtient 'inégalité suivante :

GC(‘I—i_luyVZ) > GC('T+17070)X<2Z_]->XGC(0,y,O)
z(xz—1)

= GC(z+1,0,0)x2" "z

y(y—1)

xGC(0,y,0) x 27z x27Y (5.4.1)
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D’aprés [41], le nombre de graphe couvrant, correspondant au nombre de graphe connecté
aux sommets étiquetés & n sommets, est donné par I’estimation suivante :

n(n—1)

GC (n,0,0) = GC(0,n,0)=2"=2 (1-2n27"+40(27")) (5.4.2)

(On rappelle que la fonction GC' est symétrique en ses deux premiers parameétres). A titre
informatif, d’aprés [57], le nombre de graphe connecté satisfait la relation de récurrence :

n—1
a1 n\ . (n—k
GC (n,0,0) = 2™ _E;: n(k)Q( )G (k,0,0)

1

On modifie légérement 'approximation (5.4.2), en s’appuyant notamment sur OEIS
A001187!, dans le cas ot n > 5:

n(n—1)
2

GC (n,0,0) =2 (1-2,1xn27")

Puis, en reprenant (5.4.1), on sépare le probléme en trois cas. Le premier cas, lorsque

x> 6ety>>5. puisque x > y + 1, on obtient :

G
G

1 x(x
(.CE'+ 7?/,2) > 2(;-1) (1_2’]_)((1‘_'_1)2—1—1))(2
(z,y+1,2)

z(zx—1)
T2

C
C
x2" T (1-2,1 x y27%) x 27" x 277
> 2"V (1-2,1x (z+1)27"") (1-2,1 xy27Y)
> 2x(1-2,1x6x2°%)x(1-21x5x27")>1

y(y—1)

Le second cas, lorsque z > 6 et y < 5, on ax > y+2 et le ratio entre GC' (y,0,0) /272 >
0.5, donc :

GC(z+1,y,2)
GC (z,y+1,2)

WV

270 (1= 2,1 x (z+1)27 @)
> 2x(1-2,1x7x27")>1

Enfin, lorsque 6 > x > y, le résultat est obtenu par un calcul explicite par ordinateur,
ce qui conclut la preuve. O

Dans la suite des propositions, nous utiliserons 1’égalité suivante vraie pour tout k €
N :

;11 =L [e-0 (5.4.3)

Rappelons enfin que nous avions fixé trois sommets u,v et v’ (le symétrique de v) du
graphe complet tels que u # v dans le but d’étudier P (u <> v) — P (u <> 0').

!Les premiers termes de la suite GC (n, 0, 0) se trouve sur le site “The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences” a Padresse https://oeis.org/A001187. Les 9 premiers termes sont aussi disponibles dans
[57].
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Proposition 5.4.3. Pour tout v,y > z > 1 tels quex +y— 2z < n

(n—2)lz(x—1)
(x—2)ln—az—y+2) (y —2)!

Ol(xay72) -

Preuve. Tout d’abord si z = 0 et y > 0, alors un graphe de G, . ne peut pas étre
connecté. De plus, u et v doivent étre dans I'ensemble des sommets des graphes de
Gglez, et donc x doit étre supérieur ou égal & 2 sinon G;W est I’ensemble vide. Puis,
pour obtenir un graphe de G;y,z, on choisit —2 sommets sur le graphe du dessous parmi
les n — 2 sommets restants, z sommets au dessus des x sommets choisis précédemment,

et enfin y — 2z sommets parmi les n — x sommets restants. On peut donc écrire :

—9 _
Cl(xayvz) = (n ) X (x) X (n x) X ]lx>2
T — 2 z Yy—z
On peut alors conclure en utilisant (5.4.3) :

Ol(x,y,z) -

(n —2)! x! (n—ua)!

(n—x)! (z —2)! . (x — 2)!2! 8 (n—x—y—l—z)!(y—z)!ﬂm>2
(n—2)lz(x—1)

(x—2)2l(n—2z—y+2)(y—2)!

Proposition 5.4.4. Pour tout v,y > z > 1 tels que vt +y — z < n:

(n—2)! (xy — 2)
(x—2)2l(n—z—y+2)(y—2)!

02 (l’,y,Z) =

Preuve. Tout d’abord notons qu'un graphe de G:me,z’ u et v' appartiennent & I’ensemble

de ses sommets. Alors, pour compter le nombre de graphe de sz,y,m on distingue 4

différents cas pour les graphes G = (V,E) € G%, , : soit v et u/ appartient a V; soit

I?sz

veVetu ¢ V;soitvegVetu €V ;soitu, v € V. On peut alors écrire :

e+ (9 (-
+<n_2>x(x_2)x<”_$)x]l>a(l)
x—2 z—1 y—z a>max(1,2),y<n
+(n—2>x(x—1>X<n—:1:—1)><]l
r—1 z—1 y—z—1 z<n,y>max(1,z)
+<n—2>x(x—1)x<n—x—1)x]l (L2)<a< (L)<
r—1 2 y—z—1 max(1,z)<z<n,max(1,z)<y<n
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Ainsi, en réutilisant (5.4.3), on obtient :

(n —2)!

02(137:972) - (m—z)'z'(n—x_y+z)|(y_z)'XZ(Z—1>
(n—2)! ‘2(o—2)
(x =2l (n—a —y+2)(y - 2)!
(n —2)!
+<gj—Z)!Z!(n—m_y_i_z)!(y_z)!XZ(y_Z)
(n—2)!
(n—2)! .
(x—2)(n—2—y+2)(y—2) (zy )
Ce qui est le résultat voulu. -

Lemme 5.4.5. Pour tout x,y,z € N\ {0}, il existe un xo := x¢ (y, 2) tel que y < z <
Ty < Cdiff (a:,yz) < 0.

Preuve. En utilisant les propositions 5.4.3 et 5.4.4, on a que :

(n =2 (2* —x — 2y + 2)

Ci(wy,2) = Ca(wy,2) = (x=2)l(n—2—y+2)(y —2)

D’aprés la définition de Cy;pp (voir(5.3.1)), on a pour z > z > 1:

(n—2)l(z —x)
(x —2) (x — 2)ll (n — 22 + 2)!

Cdiff (x, Z, Z) =

Et pour tout z,y > z > 1:

(n—2)! (22 =22y +y* — 2 — y + 22)

(x—2)(y—2)l(n—x—y+2)! (5.4.4)

Odiff (ZE,y,Z) -

Ainsi, on obtient que

1= VS =8z FT 148 =8z 7T
Cdiff(x,y,z)<0<:>x€ Y+ y2 s (Y + y2 s (5.4.5)

O
Ainsi, en combinant les lemmes 5.4.1, 5.4.2 et 5.4.5, on a montré le lemme 5.3.1.

Lemme 5.4.6. Pour tout k > z > 1, on a ’égalité suivante :

k—z
ZOdiff (k:—i—z',k:—z',z) =0
1=0
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Preuve. Pour prouver ce lemme, il est plus aisé de montrer que :

k—z

ZCdZ’ff (/C + 1,k —1, Z) = _Cdiff (k‘, k,Z)

i=1
En utilisant comme argument de Cy;yy, les triplets (k + i,k — 4, z), certains facteurs de
(5.4.4) deviennent indépendants de i. En effet, on a que :

4% — 2k + 2z " (n—2)!
(k+i—2)(k—i—2) 2zl(n—2k+2)

Cdiff (k—i-’i,k—i,Z) =

Dés lors, pour prouver le lemme il suffit de montrer que :

k—z

432 — 2k + 2z B k—z
—~ (k+i—2) (k—i—2)! (k—2)(k—2)
Il est suffisant de voir que :
k—z B 4 — 2k + 2z
k—2)(k—2)!  (k+1—-2)(k—1-2)
3(k+2—2)

Ty
(k+2—2)(k—2—2z) "2

que pour tout k —z > 1 > 2:
20 —-1)(k+i—2) 4% — 2k + 22
k+i—2)(k—i—2)  (k+i—2)(k—i—2)
(2i+1)(k+i+1—2)
(k+i+1—-2)(k—i—1—2)!

Et lorsque ¢ = k — 2, alors :

(20 — 1) (k+1i — 2) 4(k—2)? =2k + 2z

(k+i—2)(k—i—2z) (2k — 22)!

Ce qui conclut la preuve. O]

Lemme 5.4.7. Pour tout k > z > 1, [’égalité suivante est obtenue :

k—z
chiff(l{?—i-i—i-l,k—i,z) =0
i=0

Preuve. De la méme maniére que dans la preuve du lemme5.4.6, il est suffisant de
montrer que :

k—z

Gritl-o)l(k—i—2)] (G+l-2)lk-2)!
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Puisque :
k—z B 4—k+z
k+1-2)0(k—2)!  (k+2—2)(k—1-2)
2(k—2+3)

1y
T3l (k—2—ay 2
Et que pour tout k — 2 >7>2,0on a:

i(k+i+1—2) B 202+ 2i — k — 2
k+i—2)(k—i—2)!  (k+i—2)(k—i—2)
(i+1)(k+i+2—2)

(k+i+1—2)(k—i—1-2)!

Et lorsque i = k — 2z,

i(k+i+1—2) 2k =242k —2)—k+z
k+i+tl—2)(k—i—1-2) (2k — 22+ 1)!
Cela conclut la preuve du lemme. O

La preuve du lemme 5.3.2 est la simple addition des lemmes 5.4.6 et 5.4.7.

5.5 ldées et extensions

5.5.1 Résultat en moyenne

Une généralisation possible de la conjecture du lit superposé consiste a ne pas consi-
dérer un seul paramétre de percolation mais un ensemble de paramétres de percolation
P = (Pe)ecp» Ol & chaque aréte e du graphe du dessous on associe un parameétre de
percolation p, et pour 'aréte symétrique €/, on ait p» = p.. Dans ce cadre général, on
peut facilement montrer le résultat en moyenne, c¢’est-a-dire qu’en considérant un graphe
en lit superposé G = (V, E) et en considérant les variables aléatoires X, Y indépendantes
et identiquement distribuées sur les sommets du dessous, alors on a :

Proposition 5.5.1. La conjecture du lit superposé est vraie en moyenne pour tout
vecteur de parametres de percolation p et tout graphe G :

EP,( X+ Y)=>EP,(X +Y')
ot Y’ est le symétrique de Y.
Preuve. On montre un résultat un peu plus fort, qui pour toute configuration w,
E[1

> E|1

X&8Y + ]lX/<f>Y/} X&Y'/ + ]lX/ﬁnf}
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5 Conjecture du lit superposé

Etant donné une configuration w, on regarde tous les clusters de la configuration. Pour
tout x, on note A (z) le cluster des sommets du graphe du dessous et B (z) le cluster

des sommets du graphe du dessus, de sorte que :
E1 - E1

X8y + ]lX’<5>Y’] X8y’ + ]lx'éy]

= Y Px=a)| Y Pr=y- Y P¥=y)

yEA(z) y'€B(z)
+S Px=a) Y Py=y)- Y P¥=
o yeB(a') y'€A(x)
— ZP P(Y € A(x))— P(Y € B(x))]
+ZP P(Y€B())—P(Y € A(2))] (5.5.1)

Puis, on regroupe les sommets sur la somme en x en fonction des différents clusters
C € C(w) (I'ensemble des clusters de w), en notant xy := o (C') un sommet du cluster
C, on obtient que :

651) = S Y P P(Y € A(x)) - P(Y € B(x))]
CeC(w) z€A(wmo)
+ > NIP(Y €B(a) - P(Y € A(2))]

xE€B(x0)

= Z [P(X € A(xzg)) — P(X € B(x))][P(Y € A(xg)) — P(Y € B(x0))]
CeC(w)

— Y [P(X €A(w)) - P(X € Bag)

CeC(w)
Ce qui montre le résultat voulu. O

Le but de la conjecture du lit superposé est de minorer la quantité P, (u <> v) —
P, (u <> ') par 0. Il est possible d’encadrer cette différence par une autre quantité.

Proposition 5.5.2. Pour tout graphe G en lit superposé, pour tout p vecteur de perco-
lation et pour tout u,v sommets du graphe du dessous de G, on a :

P, (u>v) =P, (u+ 0] <P, (usu Nué)

Preuve. On note que

Po(usv) = P(uervnued)+P,(uevnud o Nu e d)

+P, (u+>vNv v Nu ) (5.5.2)
P,(u>v) = Pylucr ' Nusv)+P,(u v Nuds v Nu )

+P, (u < v ' Nu v Nu b u) (5.5.3)

109



5 Conjecture du lit superposé

Le premier terme du membre de droite de (5.5.2) et de (5.5.3) sont évidemment égaux.
Les seconds termes le sont aussi par symétrie. Ainsi, on obtient ;

P, (u <> v) =P, (u < ')
P,(usvnNusr v Nusbsu)—P,(u+ v ' No v Nu )
= Py(usvjvsvNusu) =P, (u+r v éd o' Nuésu))
xP, (v v Nu )
> —P,(vér v Nuésu)

On effectue la méme minoration pour P, (u <> v') — P, (u <> v) et on obtient le résultat
désiré. ]

5.5.2 Le segment : le cas trivial

Lorsque le graphe considéré est le segment, il est possible de quantifier exactement la dif-
férence P, (u <> v) —P, (u <> v’). Prenons le segment a n points, considérons son graphe
en lit superposé G et notons u le point (1,0) et v le point (n,0). Par symétrie, si I'aréte
{(4,0), (4, 1) } est ouverte alors on a les égalités suivantes P ((¢,0) <> v) =P ((i,1) <> v) =
P ((#,0) <> v’). Ainsi, en notant 7 U'indice de la premiére aréte verticale (en partant de
la gauche) ouverte, et par convention, 7 = 0 si aucune aréte est ouverte, on obtient que

]P’(u<—>v):iP(UH(i,O)ﬂ(i,O)<—>vﬂ7’=i)+]P>(u<—>vﬂT:O)

Or, la partie avant l’aréte verticale e,, est indépendante de la partie verticale aprés e,,

*~—o o o

([ L @ v

Figure 5.5.1: Casou 7 =4

conditionnellement & ce que 7 =i (voir figure 5.5.1), ce qui donne que :
P(usrv) = Y Pus (i,0) [t =i)P((i,0) <> o[t =) P(r =i) + P(u > vN7 =0)
i=1
= > Pu+ (4,007 =) P((i,0) & v'|r =) P(r =i) + P(u > vN 7 =0)
i=1

= Plusv)+Pusovnt=0)
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5 Conjecture du lit superposé

La différence des probabilités est alors donnée par :
P (U SvNT = O) = H;L:—f (1 — pvi>p{(i,0)(i+1,0)}

On remarque que dans ce cas, la différence des probabilités correspond au seul cas ou
toutes les arétes verticales sont fermées et ol u est connecté & v. Dans la preuve du
théoréme 5.2.2, on montre que la différence est strictement supérieure a ce cas (on peut
aussi le voir dans le cas plus simple du triangle). En conclusion de quoi, la preuve
de la conjecture en lit superposé lorsque p = 1/2 ne pourrait que trés difficilement
se montrer en construisant une surjection entre les configurations connectant u a v et
celles connectant u & v'. Un second argument venant appuyée cette conclusion est le
changement de signe intervenant dans la quantité Cy; s, voir (5.4.5).

5.5.3 La formule de Russo

Dans la résolution du probléme de la conjecture en lit superposé, une des pistes possibles
est 'emploi de la formule de Russo, voir [100]. Pour une configuration w, pour une aréte
e, on définit la configuration w® définit par la configuration qui pour toute aréte f # e,
on awy = wy et pour f =e, onaw; =1—w.. On dit qu’une aréte e est essentielle pour
une configuration w et un événement A, si 14 (w®) # 14 (w). On définit la variable N (A)
qui donne le nombre d’arétes essentielles pour I’événement A. La formule de Russo est
la suivante :

—P(A)=E,[N (A
o (4) =E, [N (4)]
1 //
1/
] N
] \\\\

Figure 5.5.2: Simulation sur K4 de la fonction de ratio des probabilités et sa dérivée
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5 Conjecture du lit superposé

La premiére application possible est de considérer la dérivée la fonction f : p —
f(p) =P, (u<4+>v)—P,(u<> ) en fonction du parameétre de percolation et étudier le
signe de la dérivée. Cependant, puisque Py (u <> v) =Py (u <> v') = 0 et que Py (u > v)—
Py (u <> v') = 0, la dérivée ne peut pas étre que négative, ce qui demande a étre dérivée
une seconde fois.

Une deuxiéme application est ’étude du ratio de des probabilités de connexion. On
définit la fonction f : p — f(p) = P, (u <> v') /P, (u <> v), en utilisant la formule du
Russo, on peut étudier la dérivée de cette fonction. La figure 5.5.2 donne une simulation
sur le graphe complet & 4 sommets. On peut alors a chercher & montrer le résultat
suivant, Vp € ]0; 1] :

P, [u <> V' 0P, [u <> v] < P, [u <> v] O,P, [u <> 0]

Une troisiéme application est ’étude du signe de la dérivée des arétes verticales. En
effet, lorsque les arétes verticales ont un paramétre de percolation nulle, alors évidem-
ment, la conjecture est vérifice (P, [u <> v] > 0 =P, [u <> v']) et lorsque le paramétre de
percolation est de 1, alors P, [v <» ¢'] = 1 ce qui implique que P, [u <> v] = P, [u <> ¢'].
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